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Somas de subespacos

Motivacdo: Unido e intersec¢do de conjuntos

Se A e B sio subconjuntos de um conjunto X:
@ O “maior subconjunto que é menor do que A e do que B" é AN B.

@ O “menor subconjunto que é maior do que A e do que B" é AU B.
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Somas de subespacos

Motivacdo: Unido e intersec¢do de conjuntos

Se Wi e W, s3o subespacos de um espaco vetorial V:
@ O “maior subespaco que é menor do que W e do que Wa" é Wi N Wh.

@ O “menor subespaco que &€ maior do que Wi e do que W," & 777,

O subespaco 777 tem que ter, pelo menos, as somas dos elementos de W,
com os de Whs.
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Somas de subespacos
Definicio

Sejam W4, ..., W, subespacos vetoriais de V. A soma de W4,..., W, é

S Wi=Wi+ -+ W,

={w1+--+w,: w; €W, para todo i}.
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Somas de subespacos

A soma é, realmente, um subespaco

Teorema
W:= Wi+ -+ W, é um subespaco de V.
Q@ W # g, pois

Oy = 0y +---4+ 0y e W.
~— ~—
ceW, cW,

@ Sex,ye WeleR, entdo x + Ay € V: De fato, podemos escrever

xX=vit+--+vp € y=wi+- -+ wp,
onde v;, w; € W;. Assim,
x+Ay=Wwi+-+vp)+AXwi+-+wy)
= (vi+Aw) + -+ (Vo + Awy)
| —— —_——
EWI EWn
e Ww.
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Somas de subespacos

A soma é, realmente, o menor subespaco maior que os termos

Teorema

Asoma W = Wy + .-+ W, satisfaz:

@ W; C W para todo i.
(W contém todos os termos W;.)

@ Se U é outro subespago tal que W; C U para todo i, entdo W C U.

(W é menor que qualquer outro subespaco que contém todos os
termos W;.)

@ Dado i e w; € W;, temos que

wi= 0y +--+4+ 0Oy + w; + Oy +---4 Oy
~—~— —~— ~— —~— ~—
EWr eEWi_1 ew; eEWin1 eEW,

e w.

Portanto, W; C W para todo i.
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Somas de subespacos

A soma é, realmente, o menor subespaco maior que os termos

@ Suponha que U é subespaco tal que W; C U para todo i.
Se w € W, entdo

w=wy+ o+ Wy,

onde w; € W;. Logo,

w= w +--+ Wy
~—~ ~—~
eWwiCUu eW,CU
cU.

Portanto, W C U.
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Exemplos de somas

Sejam V = My(R), e

.W:H; g]:x,y,zeR}:[
oso={[5 Y ixyerf-|s 9

Entdo W 4+ D = V. De fato,
e W+DCV (V).

o VC W+ D: Sejav e V. Devemos escrever v = w + d, onde
we WedeD.

of

* ¥
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Exemplos de somas

VCW+D. \

Temos

v — |:V11 V12:| cV = Mz(R)
Vo1 V22

Queremos encontrar

_ Wi w2 _|du O
w_[w21 O]GW e d_[o dzz]eD

tais que
v=w+d,

[Vll V12:| _ [Wn le] 1 [dn 0}
Vo1 V2 W21 0 0 d22
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Exemplos de somas

VCW+D.

|:V11 V12] _ [Wn + di1
w1 vao| wa1
wip +din = vip
wip = V2
war = Vo1
d2» V22

w12

d2

Podemos tomar, por exemplo, wy; = vi1 e di1 = 0.

Algebra Linear, aula 3
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Exemplos de somas

Prova formal
VCW+D.

Seja v € V. Entdo v = [Vll V12] para certos v;; € R.
Va1 V22
Considere
W — [Vn Vlz] c W
V21 0
e
d= [0 g ] e D.
0 v
Ent&o

W d |:V1]_ V]_2:| |:O 0 :| |:V]_1 V]_2:| V
v1 O 0 v Vol Voo
ouseja,v=w+de W+ D.
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Exemplos de somas

Prova formal
vV CW+D.

Isto prova que todo elemento de V também pertence a W + D, o que
significa que V C W + D.

Concluimos que
e W+DCV:e
o VC W+ D,
que significa que V = W + D.
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Exemplos de somas
RE=P+1

Considere os subespacos de R¥:
o P = {funcdes pares} = {f € R¥: f(—x) = f(x) para todo x };
o | = {funcdes impares} = {f € R¥: f(—x) = —f(x) para todo x};

Entdo RR = P + /.

o P+ICRF (V)

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 3 Somas de subespacos 13 /31



Exemplos de somas
R¥ = P+ 1, RASCUNHO

Seja f € RR. Queremos p € P e i € [ tais que f = p + i, ou seja,
f(x) = p(x) + i(x) para todo x.
Utilizando a igualdade com —x no lugar de x,

f(=x) = p(=x) +i(=x)

(x) = i(x)

=p
=p
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Exemplos de somas
R® = P + [, rascunho

Para todo x,
{p(X) + i(x) = f(x)
p(x) — i(x) = f(—x)

A (nica solugo para p(x) e i(x) em fungdo de f(x) e f(—x) é

p(x) = f()<)+2f(_x) e i(x)= f(X)_zf(_X)
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Exemplos de somas
RE = P + /, prova formal

Seja f € RR. Defina p,i € R¥ por

p(x) = f(x) +2f(—x)
para todo x.

Vamos mostrar que p € P. De fato, para todo x,

I G R I I GRS B R C N

Portanto, p € P.
Similarmente, 7 € .
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Exemplos de somas
RE = P + /, prova formal

Para todo x, temos

(p+i)(x) = p(x) +i(x)
_ f(x)+ f(—x) y f(x) — f(—x)
2 2
= f(x)

Portanto, f = p+i€ P+ 1.

Concluimos que RE = P + /.
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Subespacos independentes

Intuicdo

Dois conjuntos A, B sdo disjuntos se AN B = &.

Dois subespagos U, W sdo independentes se U N W é trivial.
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Subespacos independentes
A definicio

Definicio

Dois subespacos U, W de um espaco vetorial V' sdo independentes se
Unw = {0\/}

Mas e como definir “independéncia” para mais subespacos?
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Subespacos independentes

Um exemplo

Sejam V = R? e considere os subespacos

U, Us
U

o U ={(2x,x) : x e R} '

o U ={(x,2x) : x € R}

o Us ={(x,x): x e R}.

Entédo
UlﬂU2:U1HU3:U2ﬂU3:{O\/}.

Mas
Ui C Up + Us = R?

Entdo de certo modo U; ndo é “independente” de U e Us.
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Subespacos independentes
A definicdo geral

Uma colegdo de subespagos Wi, W, ..., W, de um espago vetorial V é
independente se para todo /i, tem-se que

Win | Y w; | ={ov}.
J#i

E.g. para n =3, Wy, Wh, W3 sdo independentes se

Wi N (Wa+ Ws) = {0y},
Wgﬁ(Wl—i— W3):{0\/}, e
Wi N (Wh + Wa) = {0y} .
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Subespacos independentes

Representacdes de vetores em somas de subespacos independentes

Teorema

Sejam W4, ..., W, subespagos vetoriais de V. So equivalentes:
Q@ Wi, ..., W, sdo independentes.

Q Sew; € Wy, ..., w, € W, sdo tais que

wi + -+ wp = 0Oy,

entdow; = wr = --- = w, = Oy.

© Cada vetor v de Wy + --- + W, admite uma (nica representacio
como soma de elementos dos Wi;.
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Subespacos independentes

Representacdes de vetores em somas de subespacos independentes
(1=2)
Suponha W4, ..., W, independentes e
w1+ ws + -+ w, = Oy,

onde w; € W;. Entdo

wip = (—wo) 4+ -+ (—wp) e WMIN(Wo +---+ W,) ={0v},
logo wi = 0y
Similarmente,
wo = (—wp)+ (—wsz) -+ (—w,) e Woan (Wi + Wa+---+ W,) = {0y},

IOgO Wy = Ov.
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Subespacos independentes

Representacdes de vetores em somas de subespacos independentes

Mais geralmente,

wi=> (—w)ewn > W | ={oy},

JF#i JF#

logo w; = Oy, para todo J.
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Subespacos independentes

Representacdes de vetores em somas de subespacos independentes
(2=3)

Suponha

onde w;, w/ € W;. Entdo
(Wi —wi) 4+ (o —wp) = (W1 + -+ wp) — (W) + -+ wy,)

=V -V

Y OV’

e (wj —w/) € W;. Logo w; —w/ = 0y, por (2), ou seja, w; = w/ para todo
I.
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Subespacos independentes

Representacdes de vetores em somas de subespacos independentes

(3=1)
Suponha v € W; N (Z#,- Wj) Ent3o
v= Z w;
JFi

=wit ot Wior + Wipr + o W,
onde wj € W, para j # i. Pondo w; = —v € W, temos

wi+ Wi+ W Wi+ wy

=w;+ ZWJ

J#i
=(-v)+v
Algebra Linear, aula 3
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Subespacos independentes

Representacdes de vetores em somas de subespacos independentes

Ov=wi +-+ W,
~— ~—
ew; ew,

e por outro lado
—~ —~

eWwy ew,
Como a representacdo de Oy é Gnica (por (3)), segue que essas
representa¢des sdo as mesmas: wi; = 0y, wo = 0y/,...,w; = 0y,...
w; = Oy
— V= OV
v =0y
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Subespacos independentes

Um contra-exemplo

Tome
* %
ol
* 0
° D= {0 *]

Entio WND = [; 8] # {0242}, e os subespacos ndo sdo independentes.
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Subespacos independentes

Um exemplo

Tome V =RE ¢
o P = {fungdes pares}

o | = {fungBes impares}

Entdo P e / sdo independentes:se f € PN [, entdo para todo x,
f(x) = f(—x) = —f(x),
logo f(x) = 0.

Portanto f = 0 (fungdo zero).
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Somas diretas

Quando Wh,..., W, sdo independentes, a soma W =Wy +---+ W, &
dita ser uma soma direta (interna), e é denotada por

W= PW = Wi oW,
i=1
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Somas diretas

Exemplos
o RR=Pg]|
°
]
Mz o(R) = N
__* 0] 0 =x
o« Fx 0
_[r 0] [0 #] [0 0
~ [0 %] 00 * 0

o R? = (R x {0}) @ ({0} x R).
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