Exemplos - Mudanca de Base

Exemplo 1: Considere as bases B = {(1,0),(0,1)} e C = {(1,1),(0,1)} para R%. Vamos
encontrar a matriz de mudanc¢a da base B para a base C.

Vamos escrever os elementos da base C' como combinagao linear dos elementos da base B. Temos

que:
(1,1) = 1(1,0) + 1(0,1) e  (0,1) = 0(1,0) + 1(0,1)

Assim, a matriz de mudanca da base B para a base C é dada por:
10
g _

Exemplo 2: Considere as bases B = {(1,0),(0,1)} e C = {(1,1),(0,1)} para R%. Vamos

encontrar a matriz de mudanc¢a da base C' para o base B.

Vamos escrever os elementos da base B como combinacao linear dos elementos da base C, isto é:

a1:1 :>{ 041:1

(1,0):a1(1,1)+a2(071):>{ a1 +ag =0 az=—1

B pr=0 b =0
<0,1>—51(1,1>+52<0v1>:‘{ Bi+Br=1 :‘{ =1

Assim, temos que a matriz de mudanga da base C para a base B é:
1 0
B _
Exemplo 3: Considere a matriz de mudanca da base C para a base B de R3:
11 1
ME=110 o0
1 1 -1

Se o elemento v € R? tem matriz de coordenadas com rela¢io a base B dada por:

0
[’U]B = 3
—1

Determine a matriz de coordenadas de v com relagio a base C.

Temos que:

que é a matriz de coordenadas de v com relagdo a base C.



Exemplo 4: Considere as bases ordenadas B = {(1,1,1),(-1,1,0),(1,0,—1)} e C =
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} para R3. O elemento v = (6,3,9) € R? tem a sequinte matriz de
coordenadas com relacdo a base C':

[vlc=| 3
9

Determine as coordenadas de v com relacdo a base B.

Vamos primeiro determinar a matriz de mudanca da base B para a base C, escrevendo os
elementos da base C' como combinagao linear dos elementos da base B:

(1, 0, 0) = au(l, 1, 1) + agl(—l, 1, 0) + a31(1, 0, —1)

(0, 1, 0) = alg(l, 1, 1) + a22(—1, 1, 0) + a32(1, 0, —1)
(O, 0, 1) = alg(l, 1, 1) + a23(—1, 1, O) + a33(1, 0, —1)

Obtemos trés sistemas lineares, que resolvendo obtemos:

L1 1

3 3 3
. ail a2 a3

12 1

Mlp=| an azx a3 |=| -3 5 —3
asr as2 as3

11 2

3 3 3

que é a matriz de mudanca da base B para a base C'. Assim, temos:

1 1 1
3 3
6
g = [M]glc = g = | =5 § —3 3=
9
1 1 2
3 3 3
6
:>[U]B— -3
-3

que é a matriz de coordenadas de v com relagao a base B.

Exemplo 5: Considere o espago vetorial R%. A matriz de mudanga da base B = {(—1,1),(1,1)}
para a base C = {(—3,—1),(—1,3)} € dada por:

g=| 2, %)

Para determinar a matriz de mudanga da base B para a base C' escrevemos cada elemento
da base C' como combinagao linear dos elementos da base B:

(=3,-1) =an(-1,1) +axn(l,1) = { o1 +az = -3 = { an =1

ail +ag; = —1 ag1 = —2

(—1’3> — alZ(_l, 1) + (1/22(1’ 1) = { —ai2 +a22 = -1 - { aio = 2

a2 +ag =3 ag =1



Assim, obtemos dois sistemas lineares cujas solugoes sao as coordenadas dos elementos de C' com
relagdo a base B, escrevendo essas coordenadas como colunas de uma matriz, temos:

1 2
Cc _
que é a matriz de mudanca da base B para a base C.

Exemplo 6: Considere as bases B = {uj,u2,us} e C = {wi,ws, w3}, relacionadas da
sequinte forma:
w1 = u1 + us
W2 = U1 — U2
W3 = U — U3

Determine a matriz de mudanca da base B para a base C'.
A relacao entre as bases nos dé as coordenadas de cada elemento da base C' escritos como

combinacao linear dos elementos da base B. Dessa forma, basta tomar as coordenadas de cada
elemento w; como a i-ésima coluna da matriz, obtendo:

1 1 0
M%=10 -1 1
1 0 -1

A inversa dessa matriz é a matriz de mudanca da base C' para a base B.

Exemplo 7: Considere as bases B = {(—1,1),(1,1)} e C = {u1,u2}. A matriz de mudanga
da base B para a base C € dada por:

Determine a base C.

Como [M ]g ¢ a matriz de mudanca da base B para a base C, suas colunas sdao as coorde-
nadas dos elementos de C' como combinagao linear dos elementos da base B, ou seja, a i-ésima
coluna de [M ]g sao as coordenadas do elemento u; da base C com relagao a base B:

w = 1(—1,1) +3(1,1) = (2,4)
uy = 2(—1,1) — 2(1,1) = (—4,0)
Assim, temos que C = {(2,4), (—4,0)}.

Exemplo 8: Considere as bases B = {(1,1),(2,0)} e C = {uy,us}. A matriz de mudanga
da base C' para a base B € dada por:

p_ | —1 1
Determine a base C.

Neste caso, conhecemos a matriz de mudanca da base C para a base B, cuja i-ésima coluna
sao as coordenadas do elemento u; da base B com relagao a base C, ou seja, escrevendo cada
elemento da base B como combinagao linear dos elementos da base C' obtemos:

(17 1) = _1u1 + 1U2



(2,0) = 1u1 — 2U2
Chamando u; = (a1,b1) e ug = (az, ba) obtemos os seguintes sistemas lineares:

—a1+ay =1

(11) = ~(an, )+ (anb) = { T3 002

B B a1 — 2a9 =2
(2,0) = (a1,b1) — 2(ag, b2) = { by — 2by =0

Obtemos dois sistemas lineares com duas equacoes e duas varidveis cada, um deles nas variaveis
a1 € ag e o outro nas variaveis by e bo, que resolvendo temos:

—a;t+as =1 —a1+ay=1 a1 = —4
{a1—2a2:2 —>{ —a2:3 _>{a2:—3

—by+by=1 —by+by=1 N by = -2

b1 —2bs =0 —by =1 =

Assim, temos: C = {(—4,-2),(-3,—-1)}.

Exemplo 9: Determine a matriz de mudanga da base B = {2,x} para a base C = {1,1+ z}
de P1 (R)

Para determinar a matriz de mudanga da base B para a base C, escrevemos cada elemento
da base C' como combinagao linear dos elementos da base B:

2011 =1 aj; =
11 :>{ 11=3

1= 2
ail +a21x=>{ a1 = 0 sy = 0

20120 =1 aly = +
12 :>{12 5

14+ 2 =a122+ asrr =
CL22:1 a22:1

Logo, a matriz de mudanga da base B para a base C' é dada por:

Mg=[d 3]

Exemplo 10: A matriz de mudanca da base C para uma base B do R? ¢ dada por:
5 |10

2
Se um elemento v € R? tem matriz de coordenadas com relagio a base C' dada por: [v]c = [ 3 ]

determine as coordenadas de v com relacdo a base B.

Temos a relagao:

o=z~ [ 2] =[5 9] [ 2]

N 041:2 . 041:2
201 + 3a = 3 042:—%

Assim, temos a matriz de coordenadas do vetor v com relagdo a base B:

o=



