Capitulo 2

Espacos vetoriais

Como dissemos no Predmbulo, este texto, ainda que seja introdutério em termos de
Andlise Funcional e Teoria do Operador, pretende-se acessivel a um puiblico mais amplo
que os graduandos em Fisica e Matemadtica que naturalmente atinjam o momento de estudar
esses assuntos.

Por isso, considerando a hipétese do leitor ter feito cursos de Célculo e Algebra que
o habilitem a lidar com o contetido abaixo, porém sem a familiaridade necessdria com as
defini¢des e resultados basicos, em linguagem precisa, que um bom curso de Andlise ou
Algebra Linear proveriam, recordaremos na préxima secdo o minimo que convém ser co-
nhecido para ndo causar embaragos da Secdo 2.2 em diante, a partir da qual comegaremos
a intoduzir fatos e ferramentas novos que serdo tteis para a andilse dos operadores lineares
de interesse da Fisica Matemadtica e do estudo das equagdes diferenciais.

2.1 Espacos vetoriais

Definicao 2.1.1 (Espaco Vetorial). Um espaco vetorial E sobre um corpo K é uma dupla
(E,K) munida de uma operacio soma' em E e de multiplicaciio por escalar” entre E e K.

Observacdo 2.1.2. O corpo K é geralmente escolhido como R ou C. Neste trabalho, serd
sempre C e, de resto, vamos apenas dizer que £ é um espaco vetorial, subentendendo que
seja sobre C. Pela existéncia do vetor neutro da soma, F nunca é vazio, mas pode conter
apenas esse elemento. Sempre suporemos que os espacgos vetoriais sao ndo triviais, ou seja,
possuam outros elementos além do vetor nulo.

"Uma soma em E é uma operagio s : E x E — E tal que:
1. dados u,v € E, s(u,v) = s(v,u);

2. dados u, v,z € E, s(s(u,v), z) = s(u,s(v, 2));

3. existe 0 € F tal que, Vu € E, s(0,u) = u;

4. Yu € E, existe & € E tal que s(u, 1) = o.

*Uma multiplicacdo por escalar entre E e K é uma operacio m : K x E — F tal que:
. Vue E,m(l,u) = u;

2. Yu € E,m(0,u) = o;

3. dados u,v € Ee A € K, m(\, s(u,v)) = s(m(\, u),m(\,v));

4. dadosu € Ee \,v,pu € K, m(A+ vy, u) = s(m(\, u), m(v, m(p, u))).
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Observagdo 2.1.3. Para verificar que E seja um espago vetorial sobre K com certas ope-
racdes de soma de vetores e multiplicagdo de escalar, basta mostrar que, para quaisquer
u,v € Fe )\ €K, tem-se u + \v € E. Aqui ja notamos a soma s e a multiplicacido por
escalar m das maneiras usuais, o que sera feito no resto do texto.

Definicao 2.1.4 (Norma Vetorial). Seja £ um espago vetorial. Uma norma em E é uma
funcéo
I-1I: B — Ry

tal que:
1. dadou € E,

u|| = 0 se e somente se u = 0;
2. dadosu € Ee X € C, || Aul| = |A|||ull;
3. dados u,v € E, ||u+v| < |lu|| + ||v|| (desigualdade triangular).

Defini¢do 2.1.5 (Norma equivalente). Seja F um espago vetorial, sejam || - [[1 e || - ||2
duas normas nesse espacgo. Diz-se que || - ||2 é equivalente a || - ||; se existirem constantes
C4+,C_ > 0 tais que:

Clullz < flully < Cyllully

paratodou € E.

Observagdo 2.1.6. Vé-se que, se || - |2 é equivalente a || - ||1, entdo também || - [|; é
equivalente a || - ||2. Em acréscimo, uma norma é sempre equivalente a si mesma, e se
| - ||2 ainda for equivalente a uma || - [[3, entdo || - [[3 e || - [|1 serdo equivalentes entre

si. Com tudo isso, tem-se uma verdadeira relacdo de equivaléncia (no sentido de Teoria dos
Conjuntos) entre normas.

Observagdo 2.1.7. No Lema 2.2.22 adiante, veremos que sob algumas hipdteses fortes,
ainda que bastante usuais (completeza de E em relagdo as normas || - ||y e || - ||2), é
possivel provar que basta uma norma majorar a outra, em outras palavras, que exista C' > 0
tal que ||u|l; < C||u||2 para todo u € E, para que elas sejam equivalentes.

Exemplo 2.1.8. Considere o conjunto C([0, 1]) das fung¢des continuas no intervalo [0, 1] C
. 1 .

R, munido das normas [|¢[lec = sup,epqy lp(2)] € [[¢lli = [ l¢(z)|dz. Considere uma

dada g ndo crescente tal que po(0) = 1 e ¢o(1) = 0; construa a sequéncia (p,,),en dada

por:

npo (nx) , sex € [0, %]
0, sex € (+,1].

Para todo n € N, tem-se ||¢n,|l1 = [|©oll1, no entanto ||pp|lcc —> oo, portanto ndo pode
existir C' > 0 tal que ||¢||co < C||||1 paratodo ¢ € C([0,1]). Assim, || - ||s € || - ||1 ndo
sdo equivalentes.

A presenca de uma norma em um espaco vetorial introduz nele uma estrutura topolé-
gica, isto é, grosso modo, uma nogdo de convergéncia nesse espaco (no Capitulo 3 revisa-
remos mais detidamente o que € uma fopologia em um espaco). Todas as nocdes que em
um curso tipico de Andlise Real ou Célculo dependem do médulo (convergéncia, limite,
fecho, pontos de acumulagao, etc.) aqui existirdo analogamente, substituindo-se o médulo
pela norma, que é, efetivamente, a generalizacio para espagos abstratos da no¢do de valor
absoluto de um vetor. Em particular, temos a generaliza¢do da nocao de intervalo aberto ou
fechado:
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Definicdo 2.1.9 (Bola). Seja F um espaco vetorial munido da norma || - ||, u € Eer > 0.
A bola aberta de raio r centrada em u é o conjunto:

Be(u,r)={ve E:|v—ul| <r}.
A bola fechada de raio r centrada em u é simplesmente o fecho Bg(u,r).

Observagdo 2.1.10. Evidentemente, bolas abertas sdo subconjuntos abertos de F' na topo-
logia da norma correspondente, jd que sdo a pré-imagem do aberto [0, 7) de Rar através de
uma fung¢do continua.

Outro comentario envolvendo topologia que vale a pena ser feito é:

Proposicao 2.1.11. Seja E um espago vetorial normado, e V' C E um subespago vetorial.
Entdo o fecho de V, V, € também um subespaco vetorial de F.

Demonstragdo. Se u,v € V, é porque existem sequéncias (u,)nen € (Un)nen €m V tais

que u, — u e v, — v. Dado A € C, a sequéncia (u,, + A\v, )pen estd contidaem V' e
converge a u + Av, portanto u + Av € V. |

Definicao 2.1.12 (Operador Linear). Dados dois espacos vetoriais F' ¢ F', uma fungdo B €
FE ¢ dita ser um operador linear de E em F se, dados u,v € F e A € C, verificar-se:

B(u+ \v) = B(u) + AB(v).

Definicao 2.1.13 (Norma Operatéria). Sejam E e F' espagos vetoriais dotados, respectiva-

mente, das normas || - |z e || - ||p. Seja B : E — F linear. Se for
B
|Bullr _
u#0

chamaremos esse niimero de norma de B e o denotaremos || B[ 2z, )-

Observagdo 2.1.14. E facil ver que, se B : E — F for limitado, entdo tem-se também

1Bllzee,r) = SUP uer |1 Bul|F
ul|g=1

Observagdo 2.1.15. Se B : E — F for limitado, tem-se, para qualquer v € FE, a util
desigualdade ||Bu||r < HBHL(EF)”UHE

Proposicao 2.1.16. Sejam F e F' espacos normados, e B : £ — F' linear. As seguintes
afirmacdes sdo equivalentes:

1. B é limitado;
2. B é continuo em 0;
3. B é continuo;

4. Yu,v € E, existe K > 0tal que | B(u — v)||r < K|lu — | g.
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Demonstracdo. Que (1) e (4) sdo equivalentes é 6bvio. Que (1) implica (2) € evidente pela
féormula || Bu| < ||B||||ul; (2) implica (3) por linearidade: seja & € E qualquer, como B
¢ continuo em 0, entdo B(u — @) aproxima-se de 0 conforme u de @, portanto Bu — B
conforme u — w. Falta mostrar que (3) implica (1), o que faremos mostrando que, se B
nao for limitado, ndo podera ser continuo.

Com efeito, se B ndo € limitado, existe uma sequéncia de elementos nao nulos ()N
em F tal que ||Buy|| > n|lu,|; definamos outra sequéncia, v, = mun Segue que

|vn|l = £ — 0 segundo n — oo, porém || Bv,|| > 1, portanto B ndo € continuo. [ |

Observagdo 2.1.17. O item (4) da proposi¢cao nada mais € que a continuidade de Lipschitz;
além do mais, vé-se que o fato de ser B uniformemente continuo também € equivalente as
afirmagdes acima.

Definicao 2.1.18 (Espaco Operatério). Sejam E e F' dois espagos vetoriais normados. O
espaco operatorio entre F e F', ou espaco dos operadores limitados de ¥ em F é:

L(E,F)={B€F":B¢lineare || B o(p,r) < o} .
Observagdo 2.1.19. Se for E' = F, denotaremos L(F, E') simplesmente por L(E).

Proposicao 2.1.20. Sejam E e F dois espagos normados. Entdo L(F, F') (munido das
operacdes de soma de func¢des e multiplicagdo de fungdo por escalar usuais) € um espago
vetorial para o qual || - || (g, ) € uma norma.

Demonstragdo. Que L(E, F') seja espago vetorial com as operagdes (B + Ba)(u) =
Bi(u) + Ba(u) e (AB)(u) = AB(u) é ébvio. O fato de ser-lhe || - ||z(, ) uma norma
deriva das propriedades da norma do espago F'; os detalhes ficam para o leitor. |

Observagdo 2.1.21. Como veremos no Capitulo 9, geralmente ndo se podem definir opera-
dores ndo limitados em todo um espago vetorial, mas somente em seus subespacos densos.
Isso cria dificuldades para a defini¢do de soma entre operadores nao limitados, ja que seus
dominios podem ndo coincidir. Na verdade, esse é um problema dificil de contornar, em-
bora existam algumas nocdes de soma de operadores ndo limitados por as referéncias. Em
todo caso, sem a condicao de limita¢do, ndo ha uma estrutura linear natural no conjunto de
todos os operadores lineares entre /e F'.

Definicao 2.1.22 (Produto Interno). Seja E um espaco vetorial. Um produto interno em E
¢ uma funcdo
(-,-):ExE—C
tal que:
1. dados u,v € E, (u,v) = (v, u);
2. dados u,v,w € Ee X € C, (u+ Av,w) = (u,w) + A (v, w);
3. dado u € E, (u,u) > 0, aigualdade valendo se, e somente se, u = 0.

Observagdo 2.1.23. A propriedade (2) do produto interno significa linearidade na primeira
varidvel. Da propriedade (1), segue ainda que, dados u,v,w € Ee A € C,

(w,u+ Av) = (w,u) + X {w,v),

antilinearidade. Tal caracteristica mista de linearidade e antilinearidade é conhecida como
sesquilinearidade.
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Proposicao 2.1.24 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja (-, -) um produto interno em
um espago vetorial £. Entdo, para quaisquer u,v € E:

[, 0)[* <y ) (0,0) -

Demonstracdo. A desigualdade é 6bvia se u = (0. Tomemos entio u # 0 e definamos

A= % Assim, escrevendo v = v + Au — Au, segue:
(v,v) = (v—Au+ Ay, v — Au+ Au)
= (v —Au,v — ) +A? (u,u) + 2Re |\ (u, v — \u)
~ N——
>0 =0
> AP (uyu),
e portanto a desigualdade fica provada multiplicando ambos os lados por (u, u). |

Observagdo 2.1.25. O produto interno induz uma norma em E por meio da identificagdo

lull¢,y = v/ {u,u) VueE.

As propriedades de norma decorrerdo das de produto interno e da desigualdade de Cauchy-
Schwarz. Ao longo deste trabalho, sempre tomaremos || - ||y como norma de um espago
E com produto interno, portanto deixaremos de indicar o subindice (, ). Nessa notacéo, a
desigualdade de Cauchy-Schwarz fica: | (u,v) | < ||lu|| ||v]].

Observagdo 2.1.26. A desigualdade | (u, v) | < ||ul| ||v|| deixa claro que o produto interno é
bicontinuo (i.e., continuo separadamente em cada uma de suas duas varidveis) com relacao
a norma que induz. No entanto, veremos no exemplo abaixo que um produto interno pode
muito bem ndo ser continuo em relagdo a uma norma diferente daquela que ele préprio
induz.

Exemplo 2.1.27. Seja E = C([0,1]) o espago das fun¢des continuas no intervalo [0, 1].
Defina nele o produto interno (f, g),, = supgco,1) f (2)g(z), que induz a norma || - ||s
introduzida no Exemplo 2.1.8. Esse produto ndo é bicontinuo em relagdo a norma || - ||
apresentada no mesmo exemplo: com efeito, ponhamos f(z) = 1 para todo = € [0,1] e
consideremos a sequéncia (g, ),en dada por

1—nx, sex € [O, %]
0, sexr € (ﬁ, 1] .

Ora, g,, — 0 segundo a norma || - ||1, no entanto (f, gn)., = 1 paratodon € N.

Acabamos de ver que, a partir de um produto interno, sempre se pode definir uma
norma. O contrario € verdade caso a norma seja “‘geometricamente boa”, em outras palavras,
satisfaca a identidade do paralelogramo (2.1.3) (que, o leitor atentard, € uma generaliza¢do
de uma bem conhecida identidade da geometria plana). Antes de enunciar cuidadosamente
esse fato, vejamos como o produto interno ( -, - ) pode ser recuperado a partir de sua norma
induzida H : H<.7.>Z

Proposicao 2.1.28 (Polarizagcdo). Seja E' um espaco vetorial sobre o corpo K com produto
interno (-, -); seja || - || a norma por ele induzida. Tem-se:
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e se K =R, entdo, dados u,v € E:
(2.1.1) (u,v) = = (lu+ol> = [lu—2|?);
e se K = C, entdo, dados u,v € E:

(2.1.2) (u,v) = = ([lu+v|* = lu—v|* +ilu+ iv||* — illu —iv|?) .

AN

Demonstragdo. Direta, basta abrir os termos tendo em mente a definicdo de norma indu-

zida, ||u||? = (u,u); no caso real, lembrar que (u,v) = (v, u), a0 passo que, no complexo,

(u,v) = (v,u). [

Observagdo 2.1.29. A Equacdo (2.1.1) é conhecida como identidade de polarizagdo real, e
a (2.1.2) como identidade de polarizacdo complexa. Esta segunda serd particularmente util
na Sec¢do 2.4, no Coroldrio 2.4.16, em que mostraremos que, num espago vetorial complexo
com produto interno (no coroldrio, o enunciado é para espacos de Hilbert, mas € trivial
ver que vale para este caso mais geral), um operador A : £ — F é nulo se e somente
se (Au,u) = 0 para todo u € E (repare que isso ndo é verdade para espagos reais; dé
exemplos).

Proposicdo 2.1.30. Seja F' um espago vetorial sobre um corpo K, com norma || - ||. Existe
em E um produto interno ( -, - ) que a induza se e somente se ela satisfizer a:

(2.1.3) [ul|> + J0]* = 5 (Jlu+v)* + [[u—]?),

N | =

para todos u,v € E.

Observagdo 2.1.31. A Equacgdo (2.1.3) é conhecida como identidade do paralelogramo.
Veremos ainda neste capitulo como essa aparentemente inocente igualdade tem profun-
das implicagdes sobre espacos vetoriais, conectando suas geometrias € suas topologias e
tornando-os, de maneira a ser esclarecida (por exemplo no Corolério 2.2.36 ou na Proposi-
¢do 2.3.2), “mais parecidos” com os espagos de dimensdo finita.

Demonstragcdo. Se || - || € induzida por algum produto interno, a identidade é de verificagdo
imediata; se a norma satisfaz a (2.1.3), entdo defina (,) por meio de (2.1.1) ou (2.1.2),
segundo E' for um espaco real ou complexo, respectivamente. As propriedades (1) e (3) da
Defini¢do 2.1.22 ficam claramente satisfeitas, mas a linearidade depende da identidade do
paralelogramo.

Assim, dados u, v, w € E, mostra-se que (u + v, w) = (u, w) + (v, w) com auxilio das
férmulas

u+w 2wtwl?

2 + 2

1 1
Ju+vtw|?= \ = Sl2u wl? + 320 % w]? — flu—v]?

120 £+ w]* = [Ju+ (u w)|* = 2lull* + 2]lu+ w|* — [lw]]?,

obtidas ambas a partir da Equagdo (2.1.3). Para ver que (Au,v) = A(u,v), com A € K,
notemos que isso é obviamente verdadeiro para A = 0, A = —le A = i (se K = C),
de modo que basta fazer a prova para A > 0 (no caso complexo, considere ainda que
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A = Re(N)u + i Im(A)u e decomponha (Au,v) = (Re(N)u,v) + ¢ (Im(\)u,v)). Por
inducdo finita, vé-se que a homogeneidade do produto também vale para A € N.

O argumento agora serd para A racional e, por continuidade, para A real. Tome A = g €
Q, p,q € N, de modo que

o) = (aluv) = Gu) = pluo),

logo (Au,v) = A (u,v) paratodo A € Q. Por fim, considere a func¢do f : [0,00) — K
dada por f(a) = (au,v) — a(u,v), que é continua (pois é a composi¢do das fungdes
continuas de multiplicacio por escalar, soma vetorial e norma); dado A > 0 qualquer, ela
é uniformemente continua em um compacto® K C [0, 00) contendo A e vale 0 em K N Q,
que é denso em K; estendendo f continuamente, segue que ela é a fun¢do nula em todo K,
em particular: (Au,v) = A (u, v) para todo A > 0. [

J4 bem estabelecido o produto interno, vejamos que estrutura adicional ele traz a um
espaco linear.

Definicao 2.1.32 (Complemento Ortogonal). Seja F um espago vetorial com produto in-
terno, e V' C E um subespaco. O complemento ortogonal de V em E é o conjunto

Vi={ueE:(uv)=0 YveV}.

Observagdo 2.1.33. E fécil mostrar que V+ é também um subespaco vetorial de F, e que
vnvi= {0}. Além disso, em dimensio finita, tinha-se que £ =V @ V-1; em dimensdo
infinita, essa identidade infelizmente ndo é geral, valendo apenas em espacgos de Hilbert
quando V' for um subespago fechado (ver Proposi¢ado 2.3.2).

Proposicao 2.1.34. Seja F um espago vetorial com produto interno, e V' C E um subes-
paco. Entdo V- é um subespaco fechado de F.

Demonstragdo. Dado v € V, definamos p, € L(E,C) por p,(u) = (u,v) para cada
u € E; essa funcdo € de fato linear e, com auxilio desigualdade de Cauchy-Schwarz, vemos
que ||pysllz(e,cy = [lv]lE. Observando entdo que V- = Myey ker(py), e sabendo que o
nicleo de um operador continuo é um conjunto fechado, temos que V- é uma intersecgio
de fechados, por isso é fechado. |

Proposicao 2.1.35. Seja E um espago com produto interno e U C V C FE subespacos.
Entio V1 c UL. Além disso, (V)L =yt (Véofechode V),eV C (Vl)J'.

Demonstragdo. Sejav € V=, entdo, Yu € V, tem-se {v,u) = 0, o que vale igualmente

. =1
para todo v € U, portanto v € U~. Dai mesmo decorre que V= C V. Para mostrar a
inclusdo contraria, tomemos v € V= e, para cada v € V, tomemos uma sequéncia u,, em V
convergente a u; pela continuidade do produto interno, segue que 0 = (v, u,,) — (v, u),

=1 .. . . 1L
do que v € V™. Finalmente, dado v € V/, verifica-se diretamente que v € (VL) ; COmO

esse espaco é complemento de alguém, é fechado, do que V' C (VL) *, |

3Toda fungdo continua é uniformemente continua em um subconjunto compacto de seu dominio; ademais,
uma funcio uniformemente continua definida em um subconjunto denso de um espaco X, se for valorada em
um espaco completo, como K, possui uma tnica extensdo continua a todo X. Esse é um importante resultado
de andlise que estamos aqui usando, ao subentender que f deve ser igual a extensdo de f| KO-
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Observagdo 2.1.36. No Coroldrio 2.3.6, veremos que, em espacos de Hilbert, tem-se na
verdade V = (VL) L, o que é um resultado familiar dos espacos de dimensao finita.

Definicao 2.1.37 (Espago Dual Topoldgico). Seja E' um espaco vetorial. O espaco dual
topoldgico de E, denotado E*, € o conjunto dos funcionais lineares limitados sobre F:

E*={¢e C¥: ¢ élineare ¢l z(mc) < oo}
Analogamente, define-se o espaco bidual como o dual do dual: E** = (E*)".
Observagdo 2.1.38. Evidentemente, E* = L(E, C), espago dos funcionais lineares conti-
nuos em E.

Observagdo 2.1.39. Se tirarmos a exigéncia de limitacdo de sobre os funcionais lineares
em E*, define-se o espaco dual algébrico de F, o conjunto dos funcionais lineares sobre
FE. Como trabalharemos somente com o topoldgico, é a ele que nos referiremos quando
dissermos simplesmente dual.

Observagdo 2.1.40. E claro que E* é por sua vez um espaco vetorial, pondo, para ¢, ¢ € E*
eAeC,

(¢ +Ap)(u) = ¢(u) + Ap(u)  Vu € E;
entretanto, por questdes técnicas, ¢ mais interessante definir a multipli¢cdo por escalar em
E* de maneira distinta:

(2.1.4) (6 + Ap)(u) = ¢p(u) + Ap(u) Vu € E.

Com essa defini¢do, poderemos dizer que alguns espacos vetoriais, como os de Hilbert, sdo
isomorfos, e ndo antiisomorfos, a seus duais; ver por exemplo o Corolario 2.3.16.

Em dimensaio finita, prova-se que o dual tem a mesma dimensdo do espago, i.e., o dual
de R™ € o préprio R™ (ou, melhor dizendo, um espaco isomorfo a ele, como no Exemplo
2.3.18); analogamente, em espagos de Hilbert, ocorrera que £ = E* (Corolario 2.3.16).
Entretanto, para espagcos normados mais gerais isso nao é verdade, podendo-se provar ape-
nas, através do endomorfismo

(2.1.5) ~:E3u — ac€E
u(p) = ou) VoeE,

que F C E*™, no sentido de ser F isomorfo a um subespaco de E** e ficando normas
preservadas, ||@|| g+ = ||u||g:

Proposicao 2.1.41. Seja E um espaco normado. Utilizando a notacdo do pardgrafo acima,
a aplicacdo ~ ¢ linear e, dado u € F, tem-se:

- o(u
(2.1.6) llullg = ||a]| g+ = sup 19 )|

pei |0 g+

$£0
Demonstragdo. Dado ¢ € E*, temos |¢p(u)| < ||¢|| g+ ||u| £, do que:

] "
il = sup 12990 < Gup fulls = Jull s
ock* |0llEx ~ gern
¢#0 $#0
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por outro lado, veremos no Coroldrio 2.1.49 a frente que existe ¢, € E* tal que ||¢y|| g+ =
ull 5 € gu(u) = |[ul|%, dat:

_ u
fallg-- > 1240 = s,
|Gl -
provando que ||u||g = |||/ g++. A linearidade de ~ € evidente. [

Também € possivel mostrar que ha uma injecdo de £ em E* (Corolario 2.1.49) que
respeita normas, embora ela ndo seja necessariamente linear e nem de muito interesse para
o presente estudo.

Observagdo 2.1.42. E* é também um espago normado, munido da norma L(FE, C); alids,
E* com essa norma € sempre um espago completo (Corolario 2.2.7). Em espacos de Hilbert,
em que £ = E* , veremos ainda que a norma L£(E, C) coincidird com a extensdo da de F
para o dual (ver Coroldrio 2.3.22).

Para encerrar esta sec¢@o, vejamos o primeiro dos grandes teoremas basicos da Anélise
Funcional:

Proposicao 2.1.43 (Hahn-Banach real). Seja F/ um espaco vetorial sobre R e p uma semi-
normaem E,istoé, p: E — Rar tal que:

1. dadosu € Ee X € R, p(Au) = |A|p(u);
2. dados u,v € E, p(u+v) < p(u) + p(v).

Entdo, se para algum subespaco U C FE houver uma fun¢do linear ¢ : U — R tal que,
para todo u € U for ¢(u) < p(u), existird ¢ : E — R linear tal que ¢(u) = p(u) para
todou € U e p(u) < p(u) para u € E arbitrdrio.

Para provar esse resultado, precisaremos do Lemma de Zorn, que ¢ equivalente ao Axi-
oma da Escolha:

Lema 2.1.44 (Zorn). Seja X um conjunto ordenado nao vazio tal que todos os seus subcon-
juntos totalmente ordenados tenham uma cota superior. Entdo X tem um elemento méximo.

Para uma prova desse lemma (e uma clarificacdo de seu enunciado), veja o apéndice.
Para o fato de ele ser equivalente ao Axioma da Escolha, referéncia.

Demonstracdo da Proposi¢do 2.1.43. Definamos o conjunto:

D C E éum subespago e o € linear }
X = {O' S RD . )

ou)=¢u)VueU e |o(u)| < p(u) Vue D

no qual introduzimos a relagéo de ordem =< dada por: 01 < 03 se Dy, C Dy, € 01(u) =
o2 (u) para todo u € D, . Veremos que X satisfaz as hipoteses do Lema de Zorn.

Primeiramente, X # (), pois ¢ € X. Além disso, suponha Y C X totalmente ordenado;
segue que, pondo Dy = Usey D,y € 6(u) = o(u) para algum o € Y tal que u € D,
verifica-se que ¢ € uma cota superior de Y. Entdo X possui um elemento méximo . Basta
mostrar que D, = E, o que serd feito por contradigdo.

Suponha D, # E, de modo que hajav € E'\ D,. Assim, definamos Dz = D, ® Rv
e, VA € R, ¢(u + Av) = ¢p(u) — AK, para algum K € R, o que dd uma fung@o linear em
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Dg. Se for possivel escolher K de modo a termos ¢(u) < p(u) para u € Dg, obteremos
um absurdo, pois serd ¢ =< @ com @ # ¢, contradizendo o fato de ¢ ser maximal em X.
Mas com efeito tal é possivel, pois:

o) —p(w) = plu—w) < plutv—w—1v) < plutov)+plw+o)

/

N <=

o(u) = p(u+v) p(w) + p(w +v)

para quaisquer u, w € D, assim basta escolher K tal que:

sup {p(u) ~ plutv)} < K < inf {p(u) +plu+tv)},
ucD, ucDy

e verifica-se que p(u + A\v) < p(u + Av) para qualquer A € Re u € D,,. [

Corolario 2.1.45 (Hahn-Banach complexo). Seja £ um espago vetorial sobre C e p uma
seminorma em FE. Entdo, se para algum subespaco U C FE houver uma funcio linear
¢ : U — C tal que, para todo u € U for |p(u)| < p(u), existird ¢ : E — C linear tal
que ¢(u) = ¢(u) paratodou € U e |p(u)| < p(u) para u € E arbitrdrio.

Demonstracdo. Basta escrever ¢ = ¢r + ¢ ¢, em que ¢ e ¢y sdo as partes real e ima-
gindria de ¢. Para A € Re u,v € U, tem-se ¢pr(u + \v) = ¢r(u) + A\pr(v), ou seja,
¢r : (U,R) — R € linear e, verifica-se, satisfaz ¢r(u) < p(u) para todo u € U.
Pela Proposi¢do 2.1.43, ¢ estende-se a um funcional linear real o : (E,R) — R
tal que, Yu € E, pr(u) < p(u), o que dd também —pr(u) = pr(—u) < p(u), dai
or(u)] < p(u).

Além disso, observamos que:

Or(iu) +i¢r(iu) = ¢(iu) = igp(u) = idr(u) — dr(u),

do que obtemos ¢(u) = ¢r(u) — ipr(iu) em U. Definamos, inspirados nisso, o seguinte
funcional de (E,C) em C:

¢(u) = pr(u) —ipr(iv) Yu € E,
que € de fato linear, pois tomando A = a4+ ¢53,coma, 5 € R, e u,v € E:
p(u+ M) = pr(u) + (a +1iB)pr(v) —ipr(iu) —i(a +iB)pr(iv) = ©(u) + Ap(v).

Ora, como ¢(u) = ¢(u) se u € U, para provar o coroldrio falta mostrar apenas que
lo(u)| < p(u) para qualquer u € E. Isso serd feito notando que ¢(u) € C, portanto
encontra-se 6 € [0, 27) tal que p(u) = €| (u)|; segue que e~ (u) é real, e entdo:

()] = [e™ ()] = lpr(u)| < plu),

como queriamos. |

Observagdo 2.1.46 (Extensividade de operadores limitados). Nos ubiquos casos em que um
operador continuo B estd definido apenas em um subespaco denso de F, e aplica em um
espaco F' completo (isto €, de Banach), pode-se (como alids fazemos com qualquer funcao
real uniformemente continua) estendé-lo linearmente a todo o espaco £ por continuidade, e
a extensdo, sendo continua, serd também limitada. Entretanto, se B estiver definido em um
subespaco ndo denso de E, o operdor ndo serd, em geral, extensivel de maneira limitada,
como ocorreu acima para os funcionais. Veja-se o exemplo abaixo como demonstracio
desse fato.
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Exemplo 2.1.47 (Operador ndo extensivel). Sejam E e F' espacos vetoriais normados, E
contendo um subespaco fechado G C F que ndo admita complemento topoldgico, ou seja,
tal que ndo exista um subespago G/ C E fechado com que se escreva E = G & G'*. Nesse
caso, tem-se evidentemente G # F, do contrdrio G’ = {0} ser-lhe-ia um complemento.
Isso dito, exibiremos um operador limitado B : G — F' que ndo pode ser extendido linear
e limitadamente a todo o espaco F.

Com efeito, tomemos F' = G e B como a identidade em (. Suponhamos por absurdo
que B possua uma extensdo continua B:E — Ge ponhamos f(u) = u — Bu em
E. Segue que f(u) = 0 se e somente se u € G, ou seja, G = ker(f); mais ainda,
fu) € G & ue G, doque f(u) € G & f(u) = 0, acarretando ran(f) N G = {0}.
Assim, dado u € E arbitrario, podemos escrever u = v + w com v = f(u) € ran(f) e
w = Bu € G. Conclui-se que E = G @ ran(f); para ser ran(f) complemento de G e
obtermos uma contradi¢o, basta agora mostrar que essa imagem é fechada, o que é 6bvio

— —

notando que ran(f) = ker B), e o nicleo de B, suposto continuo, s6 pode ser fechado.

Observagdo 2.1.48. Como ficou claro no Exemplo 2.1.47, o grande empecilho para a ex-
tensdo de operadores € a falta de complementos topolégicos para os subespacos. Quando
eles existirem (como € o caso dos espacos de Hilbert, pela Proposicdo 2.3.2), sempre se
pode extender um operador limitado B : E D U — F, F' espago completo, primeiro
para U por meio de extensdo continua (que serd, verifique!, linear), depois, sendo U’ seu
complemento topoldgico, para o espaco todo de maneira trivial: sendov = u +u' € E
arbitrdrio com v € U e u’ € U’ (é f4cil ver que os elementos da decomposigio sio tnicos,
como na demonstragio do Corolério 2.3.7), pondo B(u + ') = B(u).

Corolario 2.1.49. Seja F um espaco normado. Para todo u € FE, existe & € E* tal que
a(u) = ||ul|% e, ademais, ||i|| g+ = ||ul| 5.

Demonstragdo. Fixemos v € E e tomemos a seminorma p(u) = ||u|| g||v|| g; consideremos
o funcional ¢, € L(span{v}, C) dado por ¢,(Av) = A||v||%, com A € C. Pelo Coroldrio
2.1.45, existe v € E* que estende ¢, a todo E sendo dominado por p. Evidentemente
o(v) = ||v]|% e, como pela seminorma vé-se que ||7]| g+ < ||v|| g, a igualdade sendo atingida
para (v), conclui-se que ||0|| g+ = ||v]|E- [

Observagdo 2.1.50. Elementos ¢ € E* com as caracteristicas elencadas no Corolério 2.1.49
podem ser pensados como funcionais separadores dentro do espaco F, no sentido de, se for
u,v € F com u # v, entdo existird um desses funcionais tal que ¢(u) # ¢(v), a saber,
aquele que satisfaz ¢(u — v) = |Ju — v||%, cuja existéncia € precisamente o que o coroldrio
garante.

2.2 [Espacos de Banach

Em dimensao finita, os espagos vetoriais sdo, inescapavelmente, os euclidianos, ja que
todo espago de dimensdo n é isomorfo a R™ no caso real, ou a C™ no caso complexo.
Suas boas caracteristicas sdo: decomposi¢do a partir de uma base simples de n elementos,
completeza, presenca de uma norma simples de calcular, cuja topologia é também simples,

“Um espaco em que nem todo subespaco fechado possui complemento topoldgico de fato existe, basta que
seja de Banach sem ser de Hilbert[?]. Que é ser Banach e Hilbert ndo vem ao caso agora; para entender o
Exemplo 2.1.47 basta admitir que exista £ conforme pedido.
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em que a convergéncia de uma sequéncia equivale a das componentes dos vetores, equiva-
Iéncia entre limitacdo e linearidade para os operadores, existéncia de um produto interno,
reflexividade (ser igual a seu dual), etc.

Nesses espagos, os operadores lineares sdo simplesmente as matrizes, cuja teoria ja é
amplamente estudada em cursos de Algebra Linear. Para que se possa falar em operadores
mais interessantes, é necessdrio portanto recorrer a espacos de dimens3o infinita; mas ndo a
quaisquer, dadas as enormes dificuldades que acarreta a perda de finitude da dimensdo. Va-
mos nos restringir a espacos que sejam suficientemente gerais para permitir-nos o desenvol-
vimento de uma teoria frutifera, que permita no minimo analisar as equacdes diferenciais e
os problemas da Mecanica Quéntica, e, a0 mesmo tempo, suficientemente “parecidos” com
os espagos euclidianos para que sejam tratdveis de maneira satisfatoriamente estruturada.

Com espacos “parecidos” com os euclidianos, quereremos dizer espagos de Hilbert. Por
enquanto, contentemo-nos com:

Definicao 2.2.1 (Espago de Banach). Seja E' um espago vetorial munido de uma norma ||-||.
FE € dito um espaco de Banach se for completo em relacdo a essa norma.

Observagdo 2.2.2. Lembremo-nos que E é completo em relagdo a || - || se todas as suas
sequéncias de Cauchy forem convergentes. Isto €, dada uma sequéncia (uy)nen em F tal
que ||y, — U, || — 0 no limite em que 7 e m sdo tomados grandes, entdo existe um limite
u € FE para qual essa sequéncia converge. Formalmente, se para qualquer € > 0 existe
N € Rtal que, tomando n,m > N, tem-se ||u, — up,|| < J, entdo existe também u € E e
um N € Ntal que, se n > N, ||u, —ul| < e.

Proposicao 2.2.3. Seja E' um espago completo em relagdo a uma norma || - ||;. Se houver
em F umanorma || - ||2 equivalente & primeira, entdo F serd completo em relagdo a || - ||o.
Demonstracdo. Obvia. |

Observagdo 2.2.4. O resultado inverso ndo € verdadeiro: um espaco vetorial pode ser com-
pleto em relacdo a duas normas, e mesmo assim elas ndo serem equivalentes (vide abaixo)
serd? para espagos métricos ok, mas aqui tem bem mais estrutura.. Entretanto, no Lema
2.2.22, prova-se que, para espacos completos em relacdo a duas normas, basta que uma
norma majore a outra para que ambas sejam equivalentes. Por fim, em dimensao finita,
todas as normas sio equivalentes entre si, vide o Exercicio ?? de ?? (no fim da referéncia
ha uma dica para resolvé-lo).

Exemplo 2.2.5. ideias para espacos completos com normas niao equivalentes?? se é que
isso é verdade para espacos normados.... pra espacos métricos € facil mostrar, basta tomar
a métrica trivial e qualquer outra.

Proposiciao 2.2.6. Sejam E e F' dois espagos vetoriais normados, sendo F' também de
Banach. Entdo £(E, F') é um espago de Banach.

Demonstra¢do. Consideremos uma sequéncia de operadores (B, ),eny em L(E, F) que seja
de Cauchy, i.e., tal que || By, — Bl (,7) — 0 segundo n, m forem tomados suficiente-
mente grandes. Em outras palavras, para todo ¢ > 0, 3N, € N tal que, para n,m > Ng,
tem-se:

|(Bn — Bi)ullr — s | Bnu — Bryu|| p

u#0 u#0

?
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assim, para cada u € F ndo nulo, tomando-se ¢ = m vé-se que || Bpu — Bpul|lp < €
para n, m grandes, ou seja, (B, u),cn € uma sequéncia de Cauchy em F, portanto conver-
gente — o mesmo vale, evidentemente, para v = 0. Por conseguinte, para v € F arbitrario,
existe u € I tal que B,u — .

Agora basta mostrar que u depende linear e continuamente de u, € entdo poremos o =
Bu,com B € L(E, F), e veremos que B ¢ limite da sequéncia B,,. A linearidade vem da
estimativa:

1B (u+ av) = (@ + ad)llp < || Baw —dllr + |of| Bov = 3 p — 0,

que obtivemos com a desigualdade triangular, e a limitacdo resulta de ser a sequéncia real
(IIBnllz(2,F))nen limitada por uma constante K > 0:

[1Bull ez ry = 1 Bmlleery| < 1Bn = Bmllesry — 0
n,Mm—00
(Ilembremo-nos que R é completo, portanto suas sequéncias de Cauchy sdo convergentes, o
que acarreta a existéncia da cota superior K), do que, para n suficientemente grande:

~ B ~
lullz lulle uek lull2

<K+ 17

(17 era o nimero preferido de Gaul3, por isso as vezes o utilizamos quando qualquer nimero
serve). Assim, podemos definir B € L(E, F) por Bu = 4, e falta verificar que esse B é
limite de B,, em L(E, F').

Ora, se ndo fose verdade que || B, — B z(g,7) — 0, entdo existiria § > 0 tal que, para

IBntn—Bun|lr

qualquer n € N, haveria u,, € E satisfazendo Tunlle

> 4, portanto:

|(Br, — Bm)un — (Bun — Bun)|| F
|unll &

| Bmun — Buy||F

o<
[unll e

< ||Bn = Bullg(e,r) +

Por fim, fixamos n = N;s (/N fora definido no primeiro pardgrafo da demonstracio) e
2

escolhemos m > n de tal forma grande a ter, além de || B, — B || z(p,F) < g, também:

0
b2

HBmuN6 — Buny UN,
2 2

2l

0 que acarretaria a contradi¢do § < 4. |

7z

Corolario 2.2.7. Seja E um espago normado qualquer. Entdo £* € um espaco de Banach.

Demonstrag¢do. Basta reparar que E* = L(FE,C), e C é um espago vetorial normado com-
pleto, ou seja, espaco de Banach. |

Proposicio 2.2.8. Seja I/ um espaco de Banach e (u,)nen C E. Se a série Y un
for absolutamente convergente (i.e., se a série das normas convergir, Y ||un|[z < 00),
entdo é convergente, ou seja, existe v € E tal que [lu — > ), up||; — 0 conforme
n — oo.
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Demonstragdo. Como a série das normas converge, sabemos que » .- |lugllzg — 0
quando n — oo. Com mais razao:

n m n n oo
Douwe=d il = | > wll < Y lule < Y ule — 0,
k=1 k=1 E k=m+1 E k=m+1 k=m+1

para m < n naturais suficientemente grandes, mostrando que a sequéncia (>, _, ug),, en €
de Cauchy. Como E é completo, ela é convergente para um certo u € F. |

Para os fins a que se propde este trabalho, falta ainda enunciar e provar alguns resultados
centrais da Andlise Funcional sobre espacos vetoriais normados e seus operadores antes de
podermos passar para espagos de Hilbert propriamente.

Séo eles o principio de limitacdo uniforme (utilissimo, pois implicara que em Banach a
convergéncia pontual de operadores lineares acarreta, para sequéncias limitadas, convergén-
cia também uniforme), o feorema da aplicacdo aberta (garantindo que imagens de abertos
por operadores sdo continuas, ndo apenas as pré-imagens de abertos, como ocorre para
funcgdes continuas arbitrarias), e o teorema do grdfico fechado, que nos dard uma nocao
alternativa de continuidade aplicdvel inclusive para operadores ndo limitados.

Todos eles dependem de um resultado de Topologia conhecido como Teorema de Baire.
Em uma grande quantidade de textos sobre Andlise Funcional, infelizmente, esse tdpico
aparece de maneira confusa, manipulando vérias defini¢des topoldgicas (conjunto magro,
raro, genérico e suas negacdes) que, exceto para a enunciacdo ou eventual uso do préprio
teorema, poucas vezes aparecem (pelo menos no trabalho de um fisico-matematico). Por
isso decidimos reenuncid-lo aqui de maneira mais simples, meio que seguindo a referéncia
[4].

Ali, reflete-se sobre alguma nocdo de “robustez” para subconjuntos de um espago topo-
16gico, ou seja, alguma forma de dizer que sdo “grandes” o suficiente para “importarem”:
subconjuntos de X espaco topoldgico que sejam ao mesmo tempo abertos e densos. A in-
terseccdo de dois desses subconjuntos €, como sabemos, aberta, e mostra-se que também ¢
densa. E a interseccdo de uma familia enumerdvel de subconjuntos abertos e densos em X ?

O conjunto R \ @, por exemplo, é uma tal intersec¢do (prove!) e, no entanto, continua
sendo “grande”, no sentido de ser, ainda que nao mais aberto, denso em R. Com efeito,
embora em espagos topoldgicos gerais isso nem sempre ocorra (mesmo?), prova-se:

Lema 2.2.9 (Baire). Seja E' um espago métrico completo, e (A,)neny C E uma familia de
conjuntos abertos e densos em E. Entdo a intersec¢do [,y Ay, € densa em E.

A demonstrac¢do do lema acima encontra-se no apéndice; existe também um resultado
andlogo a esse para espacos topoldgicos de Hausdorff e compactos, ver referéncia.

Lema 2.2.10. Em um espaco topoldgico X, sdo equivalentes as segunites afirmacdes:

e dada qualquer familia (Aj,),cn tal que todo A,, é aberto e denso em X, a intersec¢ido
Mpen An € densa em X;

e dada qualquer familia (A,,),cn tal que o fecho de todo A,, possui interior vazio, a
unido |,y An também possui interior vazio.

Demonstracdo. Exercicio. |
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Observagdo 2.2.11. Um espaco topoldgico X em que valem as afirmagdes do Lema 2.2.10
é chamado espaco de Baire.

Proposicao 2.2.12 (Limitacdo Uniforme). Sejam F um espaco de Banach, F' um espaco
vetorial normado, (7}, ),y uma familia arbitrdria de operadores em L(E, F'). Se, para cada
u € E for sup,cy |Toul|r < oo, entdo sup, ey |15 || 2(z,r) < 0.

Demonstragcdo. Para cada n € N, consideramos E,, = {u € E : || Byu|l, < n, Vo € T}.
Todo E,, é fechado, pois trata-se da intersec¢io das pré-imagens T}, ! (B (0, n)) (atente:

Bpr(0,n) é o fecho da bola em F' centrada na origem de raio n) e, como sabemos, pré-
imagem de fechado por funcio continua é fechada (assim como interseccdes arbitrarias de
fechados). Ora, ' = UneN; se cada E, tivesse interior vazio, pelos Lemas 2.2.9 e 2.2.10,
o interior do préprio E seria vazio, o que ndo pode ser verdade.

Assim, existe m € N tal que E,, tem interior ndo vazio, ou seja, existe u € Fee > 0
tal que Bg (ii,€) C Ey,. Dai, ||T,ulr < m paratodo o € Y desde que u € Bg (@, ¢).
Ora, tomando v € E com |[v||g = 1, u = @ + §v € Bg (4,¢), do que:

4dm

2 _ _
ITovllr = 21T (u = @) p < Z (I Toullp + 1 Totllp) < — < oo;

(LI )

tomando o supremo de ||T,v||F sobre v € E com ||v||g = 1, depois sobre ¢ € YT, o
resultado segue. |

Coroléario 2.2.13 (Banach-Steinhaus). Sejam F um espago de Banach, F' um espago ve-
torial normado, (7},)nen uma sequéncia de operadores em L(E, F'). Se, para cadau € F
for sup,,cy || ThullF < oo, entdo (T3,)nen convergente para T € L(E, F') dado por T'u =
limy,en Thu, Vu € E.

Demonstragdo. O operador T' definido no enunciado € claramente linear, pela linearidade
do limite; do mais, pela Proposicdo 2.2.12, tem-se, para n > N, N natural sufcientemente
grande, || Tul|lr < ||Thullr + 17 < sup,ey [Tl (e, m)llullz + 17. O resultado segue
tomando o supremo de ||7'u||p sobre u € E com |ul|g = 1. [ |

Observagdo 2.2.14. Precisa comentar a importancia de um resultado como esse? Se precisa,
o leitor deve trabalhar um pouco mais com anélise e voltar quando tiver se convencido disso.

Para enunciar o préximo Lema 2.2.17 (do qual o teorema da aplicagdo aberta é um
coroldrio direto), vamos estipular a seguinte notacao:

Definicao 2.2.15. Seja E um espago vetorial, u € F, Z C E e A € C. Dado um conjunto
V C FE qualquer, denotamos:

LAV ={weFE :w=veV}
2. u+V ={weF :w=ut+v,veV}
3. Z+4+V ={weFE :w=z+4v,z€Z,veV}

Observagdo 2.2.16. Se E for normado, seja Bg(u,r) C E uma bola aberta, como na
Defini¢do 2.1.9. E facil verificar que Bg(u,r) = u + rBg(0,1), com o € E o vetor nulo.

Lema 2.2.17. Sejam E e F' espagos de Banach, T' € L(FE, F') sobrejetivo. Entéo existe
uma constante ¢ > 0 tal que Br(o,¢) C T (Bg(o,1)).
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Demonstragdo. Defina F,, = T(Bg(o,n)); como |J,cy Be(o,n) = E e T é sobrejetor,
tem-se F' = UneN F,,; como cada F,, é fechado e a unido de todos eles tem interior nio
vazio, pelos Lemas 2.2.9 e 2.2.10 vem que existe algum m &€ N tal que F},, possui inte-
rior néo vazio; ademais, jd que Bg(o,m) = mBg(o,1), T é linear e a multiplica¢do por
escalar continua, tem-se F,, = mT(Bg(0,1)), portanto é possivel afirmar que o interior
de T(Bg(0,1)) também é ndo vazio: segue que existe uma bola aberta Bp(v,4c) total-
mente contida em 7'(Bg(0,1)). Novamente por linearidade de T" e pela defini¢do de bola,
sabemos que —v € T'(Bg(0,1)). Assim, mostra-se que:

Bp(o,4¢) = Bp(v,4¢) + (—v) € T(Bg(o,1)) + T(Bg(o,1)) = 2T(Bg(o,1));

daf Bp(0,2c) C T(Bg(0,1)), ou ainda: Bp(o,c) C T (Bg (0,3)).

Para acabar de demonstrar o lema, falta mostrar que, se Br(0,c¢) C T (Bg (o0, 3)),
entdo de fato Br(0,¢) C T(Bg(o,1)), ou seja, paratodo v € F com ||v||r < ¢, haverd u €
E, ||ul|g < 1, com v = Tu. Pelo visto no pardgrafo anterior, tal v é ponto de acumulagéo
de T (Bg (0,3)), portanto, Ve > 0, existird z € Bp (o, 1) tal que jv — Tz||F < e.
Escolha 2; € Bg (o, %) que sirva para ¢ = 5. Ora, a condigdo do pardgrafo anterior €

equivalente a Br (o7 %) cT (BE (o, %)), entdo podemos escolher 2o € Bg (o7 i) tal que
[(v—Tz) — Tz|r < §. Assim sucessivamente, ter-se-d uma sequéncia (zp)neny C E
com ||zp||g < 57 € |[v =T > }_; znllp < 5%. Por fim, perceba que a sequéncia dada por
Uy = 22:1 zn € de Cauchy: com efeito, supondo n > m,

n
1
<3 o — 0
k . ’
B hemtl 2F inf{n,m}—oo

n

2 @

k=m+1

|un — umllE =

daf a existénciade u € F, u = lim,, u,, e, por continuidade de 7" e da norma, ||v —Tu||p =
0. Para demonstrar o lema, falta somente verificar se u € Bpg(0,1), ou seja, ver que

ol < i Y [ < e = .

Proposicao 2.2.18 (Aplicacdo Aberta). Sejam E e F' espagos de Banach. Se T" € L(E, F)
é sobrejetivo, entdo é uma funcéo aberta, i.e., dado U C F aberto, entdo T(U) C F serd
conjunto aberto.

Demonstragdo. Basta mostrar que, dado v € T'(U), haverd r > 0 tal que Bp(v,r) C
T(U). Sejau € U tal que v = T'u; como U ¢ aberto, existe ¢ > 0 tal que Bg(u,e) C U.
Ademais, sendo 7' limitado e sobrejetor, vale o Lema 2.2.17, portanto existe ¢ > 0 tal que
Bp(o,¢) C T(Bg(o,1)). Dai é facil mostrar, primeiro, que Br(0,e¢) C T(Bg(o,¢)),
depois que Br(v,ec) C T(Bg(u,e)) C T(U). Tomando r = ec, segue a proposicdo. W

Observagdo 2.2.19. Em Andlise ou Topologia, quando se trabalha com espacos métricos
ou topoldgicos gerais, diz-se que uma fungdo f é continua se as pré-imagens f~!(A) de
conjuntos abertos A forem também abertas. Prova-se que as imagens f(/K) de conjuntos
compactos K sdo compactas, mas 0 mesmo ndo ocorre com abertos nem com fechados.
Af reside a importancia da Proposi¢@o 2.2.18: garantir que, em espacos de Banach, opera-
dores lineares continuos sobrejetivos levam abertos em abertos, assim como compactos em
compactos € conexos em conexos, o que ja fazem as fungdes continuas em geral.

Definicao 2.2.20 (Grafico). Sejam E' e F' dois espacos vetoriais normados, e ' : E — F
linear. O conjunto I'(T") = {(u,v) € E x F : v = Tu} é chamado de grdfico de T
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Observagdo 2.2.21. Naturalmente, a defini¢do e grafico de um operador extende-se para
operadores nao limitados, o que serd objeto do Capitulo 9.

Lema 2.2.22. Seja E' um espago vetorial com normas || - |1 e || - ||2. Se E for completo
em relagdo a ambas e, além disso, houver C' > 0 tal que ||ul|; < C/||u||2 para todo u € E,
entdo || - ||1 e || - ||2 s@o equivalentes.

Demonstragcdo. Consideremos os espacgos de Banach E = (X, || - |[2) e F = (X, || - |[1).
Alincluséo id : E — F dada por id(u) = u pertence a L(E, F'), pois, para u # 0:
lid(w)llr [l

= < C < oo
lull [[ull2

pelo Lema 2.2.17, existird A > 0 tal que, se ||ulz < A, entdo ||id ™! (u)||z < 1, mas isso
significa dizer que ||ully < A = ||u|l2 < 1. Ora, dado qualquer v € X ndo nulo, pomos
[ull2 < Flull.

v = u, de modo que ||v||; < A e, portanto,

A
17[u]lx
Como essa identidade ¢ vdlida mesmo para © = 0, temos %7||u|]2 < Juli < Clull2,
demonstrando o corolério. |

A ,
U 1; dai,
T7uly H2 <

Proposicao 2.2.23 (Grafico Fechado). Sejam F e F espacos de Banach, e T : ' — F
linear. Entdo I'(T') é um conjunto fechado na topologia produto® de E x F' se e somente se
T for limitado.

Demonstragdo. Seja ((un,Tuy)),cny C I'(T) uma sequéncia convergente na topologia
produto ao ponto (u,v) € E x F, de modo que (uy), € N converge aum u € F na norma
de E, e (Tup)neny av € F nanormade F. Se T € limitado, é continuo, entéo claramente
tem-se v = T'u, ou seja, (u,v) € I'(T), e o grifico de T é fechado. Para provar o resultado
inverso, bastard mostrar que para toda sequéncia u,, em F convergente a u, a sequéncia
Tu,, também convergird; feito isso, pela hipétese de ser I'(T") fechado e termos (uy,, T'uy,)
convergindo, teremos lim,, T'u,, = T'u, o que implica continuidade, portanto limitagdo do
operador 7.
Para mostrar que T'u,, de fato converge em F', consideremos no espaco F a norma:

[ulle = llulle + [[Tul|F;

obviamente ||u||r > ||u|| g, portanto, pelo Lema 2.2.22, haverda C' > 0 (mais precisamente,
aqui C' > 1) tal que ||ul|r < C|jul|g, o que da:

1 Tun = Tullp = lJun —ulr = llun = ullp <(C = Dfun —ulle — 0,
n—oo
provando a proposi¢ao. |

Observagdo 2.2.24. A primeira parte que demonstramos € trivial, e na verdade € valida para
fungdes continuas em espagos topolégicos gerais; ja a implicagdo de que basta ser o grafico
fechado para que o operador seja continuo, limitado, € um verdadeiro coroldrio de Baire,
no Lema 2.2.9. O dificil é justamente mostrar que, se u,, converge, entdo 7'u,, ndo pode
divergir. Veremos no Exemplo 5.1.5, no contexo de operadores ndo limitados, um operador
A definido num subespago D(A) C E cujo grifico é fechado, mas para qual exibiremos
uma sequéncia u,, tal que Au,, divergird. Evidentemente, o que falha nesse caso sera o fato
do dominio de A ndo ser completo, do contrario a Proposi¢do 2.2.23 teria que valer.

>Como E e F sio espacos possuidores de normas || - ||z e || - ||, podemos considerar a topologia produto
em E x F' como aquela gerada pela norma || (u, v)||exr = ||ullg + ||v||F, com (u,v) € E X F.
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Observagdo 2.2.25. Para demonstrar a continuidade de um operador 7', em geral o que
deve ser feito é tomar uma sequéncia u,, suposta convergente a u e provar que 7'u,, de fato
converge, e que converge a T'u. Ocorre que isso ndo € tdo facil de fazer quanto de dizer, e
af entra o resultado acima, permitindo-nos supor a priori a convergéncia de Tu,,, bastando
demonstrar que seu limite serd Tu. Ou seja, o trabalho cai pela metade: hipétese feita,
teremos uma sequéncia convergente em ' x F'; se o limite for efetivamente T'u, teremos
um gréfico fechado, portanto continuidade do operador.

Para encerrar esta se¢d@o, falemos um pouco sobre uma conexdo muito profunda entre
geometria e topologia que existe em espagos de Banach (que serd enunciada propriamente
na Proposi¢ao 2.2.33 abaixo), que envolve caracteristicas de seus duais e que esclarecerd
um pouco a Observacdo 2.1.31, sobre as importantes implicacdes da identidade do parale-
logramo. Para tanto, ponhamos:

Definicao 2.2.26 (Convexidade Uniforme). Seja E' um espago com norma || - ||. E € dito
ser uniformemente convexo se, para todo ¢ > 0, houver 6 > 0 tal que, dados quaisquer
u,v € Ecom |ul <1, [Jv]| < 1, for ||“52|| < 1 — 6 desde que ||u — v|| > .

Observagdo 2.2.27. Em outras palavras, a bolas desse espaco devem ser estritamente con-
vexas, pois dados dois vetores u, v quaisquer distintos pertencentes a bola unitdria (ou a
qualquer outra, por dilatag@o e translacio), o ponto médio da soma u + v deverd estar em
seu interior, nem fora da bola (o que daria concavidade) nem em sua fronteira (caso de um
conjunto convexo ndo estrito, que admitiria uma borda com segmentos retos, pensando num
espaco euclidiano).

Exemplo 2.2.28. O plano cartesiano R? com a norma euclidiana usual, dado = = (1, z2),
llz|l2 = /2% + 23, é uniformemente convexo, mostra-nos o préprio lugar geométrico do
bordo da bola unitdria centrada na origem, que é uma circunferéncia de raio unitdrio.

Exemplo 2.2.29. Como no Exemplo 2.2.28, tomamos como espaco o plano cartesiano R?,

porém agora com a norma dada por ||z||s = max{|z1|,|zr2|}. A bola unitdria centrada na

origem, com essa norma, ¢ um quadrado! Como toda bola, ainda é um conjunto convexo (a

convexidade das bolas vem da desigualdade triangular, propriedade universal das normas),

porém ndo mais uniformemente convexo, ja que, se tomarmos v, v em uma das arestas do
utv

quadrado, teremos “* na mesma aresta, portanto ndo no interior da bola quadrada.

Observagdo 2.2.30. Como se ilustrou nos exemplos e, do mais, se podia ver da propria
Defini¢do 2.2.26, um espaco normado € uniformemente convexo quando a desigualdade
triangular ||u+v|| < |Ju|| 4 ||v|| valer estritamente para sua norma nos casos em que u # v.

Os Exemplos 2.2.28 e 2.2.29 sdo muito intrigantes, a medida que mostram que a con-
vexidade uniforme € uma propriedade geométrica da norma, mas ndo uma propriedade
topoldgica: ora, como sabemos, as normas exibidas nesses exemplos sdo equivalentes® e
por isso produzem sobre R? exatamente a mesma topologia, mesmo assim em um caso uma
delas torna R? uniformemente convexo, e no outro nio.

De qualquer maneira, como j4 falado ao longo deste trabalho, nosso objetivo aqui ndo
é explorar a fundo as propriedades geométricas dos espacos de Banach, nem sequer as
topoldgicas, se nos distanciarem em demasiado dos espacos de Hilbert e da maneira como
operadores sobre eles se comportam. No entanto, o resultado abaixo justifica sua presenca

Com efeito, repare que R? é completo e ||z|l2 < v/2||z||co, € aplique o Lema 2.2.22. Ou entio somente
lembre que, em dimensao finita, todas as normas sdo equivalentes, como comentado na Observacéo 2.2.4.
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neste texto pelo curioso fato de correlacionar uma propriedade puramente geométrica, a
convexidade uniforme, com outra topoldgica, a reflexividade’; além disso, ele serd ttil para
o estudo dos espacos das funcdes integraveis, a serem discutidos no Capitulo 4.

Definicao 2.2.31 (Reflexividade). Um espago vetorial normado E € dito reflexivo se for
isomorfo a seu bidual £** através da aplicacdo candnica dada na Equacédo (2.1.5).

Observagdo 2.2.32. O conceito de reflexividade depende explicitamente da injecdo cano-
nica. Com efeito, prova-se (vide a Referéncia [?]) que existem espagos de Banach isomorfos
a seus biduais, inclusive com os isomorfismos preservando normas, € que mesmo assim nao
sdo reflexivos no sentido da Defini¢ao 2.2.31.

Proposicéo 2.2.33 (Milman-Pettis). Seja E um espago de Banach com norma || - || tal que
E seja uniformemente convexo. Entdo E € reflexivo na topologia induzida por || - ||.

Para provar essa afirmacdo, faremos uso de um resultado técnico a ser apresentado pro-
priamente no Capitulo 3, o Lema 3.2.25, mas que j4 aqui pode ser enunciado de maneira
compreensivel, se estabelecermos a notacdo: By = Bg(0,1), i.e., a bola fechada unitaria
centrada no vetor nulo, € 0 mesmo para Bpxx.

Lema 2.2.34. Seja FF um espaco de Banach. Dado ¢ € Bpg=«, existe uma sequéncia
(un)nen C Bp tal que, para todo ¢ € E*, tem-se |£(¢) — ¢(uy,)] — 0.

Demonstracdo da Proposi¢do 2.2.33. Consideremos a inje¢do candnica dada por u(¢p) =
o(u), V¢ € E*, a qual preserva normas (ver Proposi¢do 2.1.41). Serd suficiente mostrar
que Eg = Bpg«+. Ora, ja sabemos que BVE C Bp»+; além do qué, a imagem Eg é fechada
em E**, pois se uma sequéncia (i,),.y C Bg converge a { € E**, entdo a sequéncia
correspondente (u,)nen C E € de Cauchy, por isso convergente a um certo u € F que,
prova-se, satisfaz ¢ = 4. Isso dito, bastard mostrar, na realidade, que Eg é densa em Bpgx~.
Em outras palavras, bastard mostrar que, se £ € E** com ||&||g«+ = 1 (se for ||£]| g+ < 1,
normalize), entdo, para todo ¢ > 0, existird v € B tal que ||{ — || g= < €.

Ora, escolha 6 > 0 tal que ||“3%||p < 1 — 6 sempre que [|[u — v[|p > &, com
llullg, lv|E < 1, eencontre ¢ € E*, ||¢]|g- = 1, tal que {(¢) > 1 — %; ponha

m={cer s -} <@ -co) < 5}

Pelo Lema 2.2.34, A1) E;; # (), portanto existe u € Bp tal que & € A%, Afirmamos:
isso implica que [|§ — @ g+~ < e.

Com efeito, se fosse || — u||g+= > €, terfamos £ € E** \ (4 + Bpg++); ocorre que
A9 = E** \ (4 + eBpg++) é aberto, portanto existe uma bola torno de £ totalmente contida
em A, e por uma nova aplicacdo do Lema 2.2.34 decorre que A () A2 Bg # (. Ou
seja, existe v € B tal que 0 € A; () A2. Em particular, 0 € Aj, portanto {(¢) — 2(¢) < %
para z € {u,v}, o que dd

26(¢) < p(u+v)+d < |lu+v||g+ 6;

7 A reflexividade é uma propriedade topolégica, pois os espacos duais, sendo aqueles dos funcionais lineares
continuos sobre o espago inicial, dependem intrinsecamente da topologia do espaco inicial para se definir.
Troque a norma dada por outra que produza a mesma topologia, e os duais continuardo os mesmos, portanto a
propriedade de reflexividade se mantera.

¥0 lema d4 que existird u € B tal que |£(¢) — @(4)| < &; para omitir o médulo e obter pertencimento a
A1, basta multiplicar u por uma fase complexa adequada (e eventualmente um fator de escala pequeno).
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lembrando que £(¢) > 1 — g, obtemos H“—‘ZH’H p > 1— 9. Como E € uniformemente
convexo, isso s6 pode ocorrer se ||lu — v||g < €. Essa afirmacdo é absurda, visto que
também temos 0 € Ay = E**\ (4 + eBp++), e portanto ||u —v||g = ||0 — || gs > . W

Observagdo 2.2.35. A reciproca desse resultado nio € verdadeira: com efeito, no Exem-
plo 2.2.29 apresentamos um espago de Banach, R? com a norma || - ||, que € reflexivo,
como todo espaco de dimensdo finita munido de qualquer norma, e mesmo assim ndo é
uniformemente convexo.

Coroléario 2.2.36. Seja E' um espaco de Banach cuja norma satisfaca a identidade do para-
lelogramo (2.1.3). Entdo F ¢ reflexivo.

Demonstracdo. Basta ver que uma norma que obedeca a identidade do paralelogramo pro-
duz um espaco uniformemente convexo. Verifique que, para todo € > 0 cabivel, to-
mando 6 = 1 — /1 — 5, verifica-se H“TJ”’H < 1— ¢ para u,v € E com |jul| < 1,
|lv]] < 1, desde que ||u — v|| > &; isso, uma vez que, nessas condigdes, a identidade nos da
el < 1=l .

2.3 Espacos de Hilbert

Definicao 2.3.1 (Espaco de Hilbert). Seja E' um espago vetorial munido de um produto
interno (-,-). Diz-se que E é um espaco de Hilbert quando for completo em relagdo a
() (mais precisamente, em relagdo a norma induzida || - || y).

Ora, uma norma induzida por um produto interno satisfaz a identidade do paralelogramo
(Proposi¢do 2.1.30), portanto todo espago de Hilbert € (uniformemente convexo e) reflexivo
(Corolério 2.2.36, em que isso serd provado de outra maneira), o que j4 mostra favorecer
a presenca do produto interno a obtencdo de resultados sobre os espacos de Hilbert que
os aproximem daqueles de dimensao finita. Isso vai mais longe: veremos ao longo desta
secdo como a introducdo de uma nog¢do de ortogonalidade no espaco de Banach, por meio
de um produto interno compativel com sua completeza, da-lhe uma estrutura geométrica
quase idéntica a dos espacos euclidianos (idéntica mesmo, quando o espago for separdvel),
inclusive implicando que os espacos de Hilbert admitem decomposicdes ortogonais e sio
isomorfos a seus duais, além dos biduais.

Abordaremos tudo isso construtivamente, com resultados que se somarao passo a passo
e que certamente relembrardo o estudante de muito do que conhece da Algebra Linear e
da geometria plana, a menos da necessidade de trabalhar com topologias, afinal as “somas
infinitas” das combinagdes lineares de versores de uma base com infinitos elementos s6
podem ser compreendidas como limites de séries, jamais como uma operagdo puramente
algébrica. Nio a toa, as demonstracdes apresentadas abaixo quase que invariavelmente
inspiram-se em raciocinios geométricos, como se fossem meras adaptacdes “no limite da
soma” do que se faz para espacos de dimensao finita, e por esse exato motivo a partir de
agora o texto fica mais sucinto, a inspira¢do para os raciocinios que apresentaremos devendo
ser buscada, muitas das vezes, em cursos de trigonometia, desenho geométrico, etc.

Proposicao 2.3.2 (Decomposi¢do Ortogonal). Seja FZ um espaco de Hilbert, e V' C F um
subespaco fechado. Entio E =V @ V*.



2.3. ESPACOS DE HILBERT 31

Demonstracdo. Vamos mostrar que, para todo v € FE, existe v € V que minimiza a

distancia d,, = inf,cy |[u — v||p. Para tanto, tomemos uma sequéncia v, em V tal que

|lvn, — v|]|[p — d,. Essa é uma sequéncia de Cauchy, pois, pela regra do paralelogramo:
n—oo

e considerando que ””J“% € V, portanto Hu — U"*% H 5 2 dy, fica evidente que:

(u—vp) + (u — vm) 21
2 n 2

(u—vy) — (u—vp)

5 (llu = vallE + llu = vmllZ)

2 ‘

E

2
Unp — Um

0<
2

1 2 2 2
<5 (lu= vl + = vml}) — @2 — 0.

E

Como V € um subespago fechado de um espaco de Hilbert, é ele mesmo completo, portanto
espaco de Hilbert, e consequentemente a sequéncia v,, converge a algum limite v, o qual
minimiza d,,. O elemento minimizante € Gnico, pois se duas sequéncias vy, € w, minimizam
dy, entdo, pelo mesmo argumento acima, trocando v, por w,, conclui-se que v, — w,
converge a zero, portanto ambas as sequéncias convergem a .

Agora escreveremos u = ¥ + (u — ©), e bastara mostrar que u — © € V. Realmente,
dado quaisquer v € V e A € C, sabemos que ¥ + A\v € V, portanto:

lu—8l% < lu— (5 + X0)|% = lu— 1% + AP0l — 2Re (A (v,u — ) ;

tomando A € R estritamente positivo, ou A = —ia com « € R estritamente positivo, e
lembrando-se que tais desigualdades sdo vélidas inclusive para todo elemento de V/, inclu-
sive para —u, conclui-se que:

[Re (v,u =0)| < 7ol e [Im(v,u—o)f < =~

Assim, tomando A e « suficientemente pequenos, vemos ser implicado (v,u — ) =0. W

Observagdo 2.3.3. Na demonstragdo da Proposicdo 2.3.2, utilizamos a convexidade de V'
tanto para afirmar a existéncia (em que entrou a identidade do paralelogramo) quanto a
unicidade do elemento ¢ que minimiza ||u — v|| para v € V’; o fechamento apenas garantiu
que v pertencesse de fatoa V.

Corolario 2.3.4. Seja £/ um espago de Hilbert, V' C E um subespago, e F' um espago de
Banach. Seja B € L(V, F). Existe um operador B € L(E, F') tal que Bu = Bu para todo

ueVe HB”E(E,F) = | Bllzv,r)-

Demonstracdo. Trivial, vide Observagdo 2.1.48. |

Observagdo 2.3.5. Gragas a esse corolario, pode-se por hipétese supor que o dominio de
operadores limitados é sempre o espaco todo; ji para operadores ndo limitados esse fato
ndo se sustenta, e serd essencial, quando formos falar deles no Capitulo 9, especificar os
dominios.

Corolario 2.3.6. Seja E/ um espago de Hilbert, e V' C FE um subespaco qualquer. Entdo
vale V = (V ) .
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Demonstragdo. Da Proposigdo 2.1.35, ja sabemos que V C (VL)L. Para demonstrar a
inclusdo contrdria, lembremos ainda que Vi=vte decomponhamos £ = V & V; outra
decomposicio possivel € F = (VJ‘)L @ V+, pois V+ é sempre fechado, pela Proposigio
2.1.34. Assim, dado u € (Vl)L arbitrdrio, hd & = u+us € E, comuy € V=>e, por outro
lado, @ = uz + uyg, com us € V e uy € VL. Calculamos:

a—1=(u—us)+ (uz —uy) =0,

1 . ~
e como u — ug € (Vl) e ug — uy € V4, tomamos o produto interno dessa expressao
acima por u — u3 e concluimos que u = u3. Mas isso significa que uz € V, e o coroldrio
fica demonstrado. u

Corolario 2.3.7. Seja F um espaco de Hilbert e V' C E fechado. Entdo todo elemento
u € I escreve-se, de maneira Gnica, como v = uy + Uy 1, emque uy € Ve uy L € v+

Demonstragdo. A existéncia da decomposi¢cdo u = uy + uy1 vem da Proposi¢do 2.3.2.
A unicidade da seguinte observacdo: se for também v = uy + Uy L, com uy € Ve
dyr € V4 entdo u —u = (uy — Gy) + (uyr — Gyr) = 0. Mas isso significa que
(uy — Gy) = —(upL — @yL), e como V N VE = {0}, segue que uy = iy e uyL =
Uy L. [

Corolario 2.3.8. Mantendo a notagao do coroldrio anterior, a fungio
(2.3.1) Py:Esur—uy €V CFE

¢ linear e limitada. Além disso, Py + Py,. = 1 e PyPy,. = Py Py = 0. Por fim, se
V # {0}, entdo HPVHE(E) =1.

Demonstragdo. A linearidade € obvia, assim como Py + Py,1. = 1. Agora, relembrando
que a decomposi¢io de u € E =V @ V', quando u € V, é u = u + 0, fica evidente
que Py, Py = 0; mutatis mutandis para Py Py, . = 0. Além disso, tem-se uy = u — uy 1,

por isso vemos que [luyv||g < [ullg + [lue,, g < |ullp, e daf ”ﬁﬁfHIIIEE < 1seu # 0,
portanto ||[Py || ~(g) < 1. A igualdade vem de tomarmos u € V' ndo nulo, situagdo em que

Pyu = u. [ |

Definicao 2.3.9 (Projecdo Ortogonal). Seja F um espago de Hilberte V' C F um subespago
fechado. O operador Py definido em (2.3.1) € chamado de projetor ortogonal sobre V.

Proposicao 2.3.10. Seja P : £ — E uma operador linear sobre um espago de Hilbert E.
Entdo, P € uma projecdo ortogonal sobre um subespaco fechado V' C FE se e somente se
P2 = P e, para quaisquer u, v € F, verificar-se (Pu,v) = (u, Pv).

Demonstragdo. Se P for projecdo sobre algum subespaco fechado V, entdo pomos E =
V @& V+e, dados u,v € E, tem-se:

(Pu,v) = (uy,vy +vyr) = (uy,vy) = (uy +uyL, o) = (u,Pv)

e P2u = Puy = uy, pois a decomposicio V @ V1 de uy é trivialmente uy = uy + 0,
e como uy = Pu, segue que P?u = Pu para todo u € E. Agora mostremos a afirmagio
inversa.
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Primeiramente, se P> = P e, se para quaisquer u,v € E satisfizer P a condicio
(Pu,v) = (v,Pu), entdo P é limitado, pois:

Pulf = (Pu,Pu) = (Pu,u) = (Pu,u) < ||Pul|gl|ull&,

do que supui B HIFUUH‘E < 1. Isso permitird dizer que ran(IP) é um subespaco fechado: seja
u#0

(un)nen em ran(P) convergente a um certo v € E. Como PP € continuo pelo que acabamos
de ver, a sequéncia Pu,, converge a Pu; ocorre que existem v, € F tais que u,, = Puv,,
portanto Pu,, = P?v,, = Pv,, = u,, ou seja, u,, — Pu € ran(P).

Isso significa que podemos decompor o espaco de Hilbert como £ = ran(]P’)EB(raua(]P’))L .
Afirmamos que P é a proje¢do ortogonal sobre ran(IP). Para verificd-lo, basta notar que
(ran(P))* = ker(P):

o se u € ker(P), para qualquer v € E temos (Pu,v) = (u,Pv) = 0, isto é, u €
(ran(P))*;

e seu € (ran(P))", para qualquer v € E temos (u, Pv) = (Pu,v) = 0, em particular
para v = Pu, do que se conclui Pu = 0, ou seja, u € ker(P).

Assim obtemos que E = ker(P) @ ran(P), portanto, dado u € F arbitrério, escreve-se
U = Prer@)t + Pranpyu, € como Prepyu € ker(P) e Pryypyu € ran(P) (e sobre sua
imagem P’ age como a identidade, como temos visto), segue finalente que Pu = P, pyu, 0
que equivale a dizer que P € o projetor sobre o subespaco fechado V' = ran(P) |

Observagdo 2.3.11. A Proposicdo 2.3.10 leva muitas referéncias a definirem um projetor
ortogonal como sendo simplesmente um operador linear tal que P? = P e, dados u,v € E,
(Pu,v) = (u,Pv), sem mencionar o espago sobre o qual ele projeta. E importante notar,
porém, que exite uma bijecdo entre esses operadores e os subespagos fechados de F, e que
eles atuam ““selecionando” a componente uy nesses subespagos de vetors u € F.

Proposicao 2.3.12 (Representacdo de Riesz). Seja F/ um espaco de Hilbert com o produto
interno (-, -). Tome-se ¢ € E*; entdo existe um tnico vy € FE tal que, para todo u € F,
tem-se ¢(u) = (u, vy).

Demonstragdo. Tomemos ker(¢) = {u € E : ¢(u) = 0}. Como sabemos, ker(¢) é um
subespaco vetorial (¢ € linear) fechado (¢ é continuo e {0} é um fechado de R), portanto
E = ker(¢) & (ker(¢))*. Se E = ker(¢), entdo tomemos vy = 0 e a proposigdo fica
satisfeita. Se ndo, existird w € (ker(¢))L ndo nulo; ponha-se r = u— %w, que, verifica-

se, satisfaz (z,w) = 0. Assim:

€ a existéncia de vy fica provada tomando-se vy = 2‘;(3 z. Quanto a unicidade, repare que

se for p(u) = (u,v4) e ¢p(u) = (u,?y) para qualquer v € E, entdo, subtraindo as duas
expressdes e escolhendo u = vy — U4, sobra |[vy — 4|2 = 0, do que vy = Ty, |
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Corolario 2.3.13 (Unicidade do produto interno). Seja £ um espaco de Hilbert com o
produto interno (-, -). Seja [-, -] um outro produto interno em E, bicontinuo com relagdo
a norma induzida por (-,-). Entdo existe B € L(FE) tal que, para quaisquer u,v € E,
verifica-se [u, v] = (u, Bv).

Observagdo 2.3.14. Na Proposicdo 2.4.6 e em seu Corolario 2.4.8 a frente, esse resultado
serd melhorado e generalizado para formas sesquilineares sobre H, ou seja, formas sobre
‘H x H lineares em uma coordenada e antilineares na outra (repare que o produto interno é
um caso especifico de forma sesquilinear).

Demonstra¢do. Primeiramente fixemos v € E e verifiquemos que a fungdo £ > u +——
[u,v] € C é um funcional linear pertencente a E*; pela representacéo de Riesz, existe um
vetor w, € E tal que, Vv € E, [u,v] = (u,w,). A seguir, verificamos que a aplica¢do
E > v+—— w, € E ¢ linear e limitada, portanto w, = Bv, com B € L(E). [ |

Exemplo 2.3.15. dar exemplo de produto interno ndo bicontinuo que nao respeita a unici-
dade

Corolario 2.3.16. Seja FX um espaco de Hilbert. Entdo ele é isomorfo a seu dual através da
aplicagdo { : E > v+ (-,v) € E*, E ~; E*.

Demonstracdo. Usando a representagdo de Riesz, sabemos que € uma bije¢do o mapa E* >
¢ — vy € E,emque ¢ = (-,vg4). Que ela é de fato isomorfa (i.e., que vy 4y, = Vg+Avy)
verifica-se de maneira direta, lembrando da multiplicag¢do por escalar intoduzida em E* por
(2.1.4) |

Definicao 2.3.17 (Adjungdo). Seja E um espaco de Hilbert. O isomorfismo
fT:Esv— (-,v) € E*
é chamado de operacio de adjuncdo em F; ul € E* é dito o adjunto de u € E.

Exemplo 2.3.18. Um espaco euclidiano R"™ € completo em relagdo a norma euclidiana usual;
tomemo-lo na representa¢do em que seus elementos sdo vetores de tipo coluna. O produto
interno usual € (z1,12) = ‘o1, em que 'z € o transposto de w2, i.e., 0 vetor tipo linha
correspondente, e a multiplicagdo € a usual entre matrizes. Esse produto, alids, induz a
norma euclidiana usual, fazendo de R™ um espago de Hilbert. Assim, a opera¢do de adjun-
cdo em R" nada mais € que a transposicao, e vemos claramente como o dual de R™ enquanto
espaco de vetores tipo coluna € o préprio R™, mas como espaco de vetores tipo linha.

Exemplo 2.3.19. Sobre os nimeros complexos (C € um espaco de Hilbert), a operacio
de adjuncdo nada mais é que a conjugacdo complexa. Com efeito, é o produto interno
(21, 22)¢c = 7172 que induz a norma médulo, ||z||c = |z|, na qual C é completo. Se, ao
invés de R™ (espago das listas de n locos sobre o corpo R), tomarmos C” (listas de n locos,
mas sobre o corpo C), vemos de maneira analoga que o adjunto de v € C" serd v' = 7,
ou seja, a combinacdo das operagdes de transposi¢do e conjugacido complexa.

Observagdo 2.3.20. Nos Exemplos 2.3.18 e 2.3.19 vimos a relagdo estreita entre a operacdo
de adjuncdo e as de transposi¢do e conjugacdo complexa. Essa relacdo tornar-se-4 ainda
mais forte quando apresentarmos o conceito de adjunto de um operador e virmos que serd
precisamente o andlogo do adjunto das matrizes (reais ou complexas), que ¢ nada menos
que a matriz transposta e, no caso complexo, conjugada. A adjuncio pode, portanto, ser
entendida como uma generalizagdo dessas operacdes familiares em Algebra Linear, e serd
usada para os mesmos fins, em contextos paralelos.
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Corolario 2.3.21. Seja E um espago de Hilbert; defina-se a fungdo | - ||g~ : B* — RJ
por

Juf|| g+ = Jullp  Vul € E*.

Segue que || - |+ € umanormaem E*, e || - g+ = || - | z(p,0)-
Demonstragdo. Basta demonstrar que || - || g+ coincide com a norma L(E, C). Com efeito:
! [(v, w)
u'v v, U
||UTHE(E,(C) = sup ‘ } = : < lullg = HUTHE*;
veb || veb o]l
v#0 v#0

por outro lado, tomando v = w na férmula ||Bv|| < ||B]|||v]|, que serve para qualquer
operador linear limitado, inclusive B = u!, segue que ||uf||z+ = |lu|z < [ut]l z(k,c)» do
que a identidade que buscdvamos. |

Corolirio 2.3.22. Seja E um espago de Hilbert; defina-se a fungdo (-, ) g. : E* x E* —
C por

<uT,vT>E = (v,u) vul, ol e B

Segue que (-, ). é um produto interno em E*, e (uf, ul) = ||ul||%,. para qualquer u' €

£

Demonstragdo. Obvia, lembrando-se da regra de multiplicacio por escalar em E* dada por
(2.1.4). |

Observagao 2.3.23. Ora, como € o produto interno (-, - ) . acima explicitado que induz a
norma natural em £*, essa sé pode ser, também, uma defini¢do natural de produto interno
para o espago dual.

Coroléario 2.3.24. Seja E' um espaco de Hilbert e T sua operacao de adjungao. Verifica-se:

1. 1 é um operador linear limitado de norma 1, || { ||z(g,g+) = 1;

2. o adjunto é seu préprio inverso’, no sentido que, dado u € E, para qualquer ¢ € E*

tem-se (u)T(¢) = ¢(u) e, se (ul)T(¢) = ¢(w) para algum w € F, entdo w = u.
Demonstracdo. O item (1) € 6bvio, tendo em vista a caracterizagdo da norma de E* no

Coroldrio 2.3.22. O item (2) vem de aplicar corretamente a adjuncdo do espaco E* a seu
dual, que € bidual de E:

(uh)Tol = <UT,UT>E = (u,v) = vlu;

ademais, se fosse (u')Tv! = viw para qualquer vf, entdo ter-se-ia (u — w,v) = 0, o que
implica v = w tomando v = u — w. |

“Mais precisamente, a composicdo do adjunto consigo mesmo, 1 o 1, é o endomorfismo canénico (2.1.5)
entre F e sua cépia no bidual E**.
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Observacdo 2.3.25. Lembrando-se que a adjungido em C € simplesmente a conjugacio com-
plexa, usamos o fato do adjunto ser seu préprio inverso para definir a seguinte regra ope-
ratérial®: (ufv)T = viu; temos também, para cada vetor teste w € E, (u + av)iw =
ufw + @vw, em que, relembremos, @ = af em C. Essas propriedades distributivas sio
andlogas as da transposi¢do e tdo tteis quanto.

Corolario 2.3.26. Todo espaco de Hilbert é reflexivo.

Demonstracdo. Pelo Coroldrio 2.3.16, t € um isomorfismo entre £ e E*, daf { o { ser
um isomorfismo entre £ e E**. No entanto, como vimos a Nota 9, esse ndo é qualquer
isomorfirmo, mas o canénico dado a Equagdo 2.1.5 e requerido pela Definicao 2.2.31 de
reflexividade. |

Observagdo 2.3.27. Segundo nosso estudo, em tltima instancia a reflexividade do espago
de Hilbert derivou da representacio de Riesz, que derivou da existéncia de projecdes ortogo-
nais, que derivou da possibilidade de escrever E = V @ V= para um subespaco V fechado
vista na Proposicdo 2.3.2, onde se utilizou a identidade do paralelogramo satisfeita pelo
produto interno, o que € equivalente a dizer que ele € compativel com a norma que torna o
espaco completo, como haviamos visto (Proposicio 2.1.30). Igualmente, no comeco desta
secdo haviamos reparado que a presenca de um produto interno, cuja norma sempre satisfaz
ao paralelogramo, torna o espaco uniformemente convexo, e que dai também deriva, por
um caminho bem diferente a reflexividade.

Esse caminho é também muito mais complicado, ndo a toa a Proposicao 2.2.33 neces-
sitou do uso de topologias que nem sequer foram introduzidas ainda e dependeu de um
resultado que sé serd provado no Capitulo 3 e que acima foi reenunciado com uma lingua-
gem simplificada (trocando topologias fracas por convergéncias pontuais), o Lema 2.2.34.
Isso ilustra bem o grande problema da Andlise Funcional: alguns espacos parecem gozar de
propriedades andlogas aqueles de dimensdo finita quando se analisam exemplos concretos,
no entanto provar que isso € em geral verdadeiro mostra-se muitissimo mais dificil em razao
da falta de estruturas e nocdes geométricas (no caso a ortogonalidade, advinda do produto
interno) que nos espagos euclidianos aparecem de maneira natural.

Observagdo 2.3.28. Sabiamos que E ~+ E* (ainda que com uma multiplica¢do por escalar
em E* estranha; sem ela, £ e E* seriam antiisomorfos)”. De todo modo, a escolha de
representar o adjunto na segunda varidvel do produto interno, que € antilinear, permite-nos
identificar sem maiores comentdrios o espaco de Hilbert com o seu dual, do que denota-
remos ambos simplesmente por , ndo faremos distin¢do entre elementos de um ou outro
espago, nem continuaremos a usar o simbolo f para vetores.

Essas nocdes e resultados basicamente exaurem aquilo que, num nivel ainda introduté-
rio, interessa obter das caracteristicas geométricas dos espagos de Hilbert. Entretanto, um
fato fundamental dos espacos de dimensao finita R € possuirem uma base ortonormal, isto
¢, um conjunto de n vetores B = {ey, ..., €, } todos de norma unitdria e dois a dois ortogo-
nais, (e;, ej) = d; j, que gera o espaco inteiro: dado u € R”, entdo u = ) ;_; oe€p, em
que o, € R, 1 < k < n, sdo coeficientes escalares.

190 segundo simbolo t a aparecer refere-se a adjuncio em C, como somente poderia, pois v € C. E fato
que misturamos dois tipos de adjunto distintos sob 0 mesmo simbolo, o em C e 0 em um A arbitrdrio; o mais
correto seria dizer ufv = vTu, mas a férmula como deixamos parece mais expressiva.

! Adicionalmente, vimos que t preserva normas, produtos internos e é em certo sentido seu préprio inverso,
do que E ~4o+ E** sem multiplicagfio por escalar estranha!
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Observagdo 2.3.29. Quando todo elemento u de um espaco vetorial V' puder ser escrito
como combinag@o linear finita de elementos de um subconjunto B C V, diz-se que B gera
V e denota-se V' = span(B).

Ha diversas nocoes distintas de base de um espago vetorial, a que mais se aproxima
do conceito em dimensao finita e que nos permitird demonstrar resultados andlogos aos de
dimensao finita é:

Definicdo 2.3.30 (Base Hilbertiana). Seja H um espaco de Hilberte B = {ey, ..., en...} C
7 um conjunto enumerdavel ortonormal, i.e., tal que, Vn,m € N, seja (ey, €y,) = 0pm. B €
uma base hilbertiana de H se, para todo v € H, houver uma sequéncia (o, ), . em C tal
que:

— 0,

n—o0

H

n
u — E QL€C
k=1

Caso em que esCrevemos u = y . n (n€p.

Observagdo 2.3.31. O leitor pode tomar como ponto de partida para uma introdu¢do muito
rdpida e pratica a outros tipos de base de espacos vetoriais (como Hamel e Schauder) e suas
propriedades elementares a referéncia [4].

Proposicao 2.3.32. Seja H um espago de Hilberte B = {ey, ..., ey, ...} uma base hilberti-

ana. Entio tem-se:
u = Z (u,en) en

neN

para qualquer u € H.

~ sz . A~ . n
Demonstragao. Por hipétese, existe uma sequéncia o, complexa tal que ), aie, con-
verge a u na norma 7{. Pela continuidade e sesquilinearidade do produto interno temos:

n
(u, €m) = lim Zak (€kyem) = Qi

0 que prova a proposigio. |

Observagdo 2.3.33. Seja {ey, ..., e, } um conjunto ortonormal qualquer, mas finito. Verifica-
se diretamente que o operador P = Zzel ekez (mais claramente, o operador dado por
Pu=Y"}_ (u,ex) ey) satisfaz P? = P e (Pu,v) = (u, Pv) para todos u,v € H; como
ran(P) = span{ey,...,e,} (um espaco fechado, como deveria), vé-se que é o projetor
ortogonal sobre o espaco span{ey, ..., e, }.

Proposicdo 2.3.34. Seja H um espaco de Hilbert, B = {e, ..., €,, ...} uma base hilbertiana
e (an)nen uma sequéncia em C. Entdo )y ane, = u para algum v € H se e somente
se > ,en lan|* < oo. Nesse caso, serd:

(2.3.2) lulle = [ laml?.
neN
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Demonstragdo. Definamos a sequéncia s, = Y 1 ager. Se >, oy [om|? < 00, s, € uma
sequéncia de Cauchy:

2

n n (o)
50 — smll3, = Z age|| = Z lag|? < Z a7,
k=m H k=m k=m

e o ultimo membro das desigualdades vai a 0 com m < n suficientemente grandes porque
o final de uma série absolutamente convergente deve ser pequeno. Como H é completo,
existe u € H tal que s, — u.

Inversamente, se . = Y Qtn€p, €Nto:

n n
0 < |l - [Sanen]| | < Ju-Swmes| —0
k=1 k=1 H

H
mostrando que 37 Ja[? = |7, awerll;, — [[ull?, conforme n — oo. Isso signi-
fica tanto que >, |an|? converge, quanto que |[ully = /D, e [on]? [

Observagdo 2.3.35. A Equacio (2.3.2) mostra que a norma do produto interno ¢ uma gene-
ralizacdo da norma euclidiana; ela é por vezes chamada de formula de Pitdgoras generali-
zada.

Corolario 2.3.36. Usando a mesma notagdo de acima, |[ully = /> ,en | (w, €n) |-

Agora falta apenas saber em que condi¢cdes um espago de Hilbert admite uma base
ortonormal enumeravel. Veremos que iSso sempre ocorre para espacos separaveis:

Defini¢éo 2.3.37 (Separabilidade). Seja E'um espago vetorial. E € dito separével se houver
um subconjunto £’ C F enumerdvel e denso em F, i.e., tal que E/ = E.

Observagdo 2.3.38. Nao vamos aqui explorar as caracteristicas de espagos de Banach se-
paraveis, embora vdrios resultados existam sobre eles. O leitor interessado pode consultar,
por exemplo, a referéncia [3].

Proposicao 2.3.39 (Existéncia de base hilbertiana). Seja H um espacgo de Hilbert de dimen-
sdo ndo finita. Entdo H admitird uma base hilbertiana se e somente se for separavel.

Demonstra¢do. Suponhamos H separavel, e seja (uy,)neny uma colecdo de elementos de
‘H densa. Para todo n € N, definimos E,, = span({u1, ..., u,}), que serd um espago de
dimensao finita; como u,, € E, para todo n, o conjunto U,enE,, € denso em H. Agora
tomamos qualquer vetor unitrio e; € Ej, definimos B; = {e;} e, supondo B,, definido,
instituimos:

e se £, 11 # FE,, escolhemos pelo processo de ortonormaliza¢do de Gram-Schmidt um
elemento unitario e,+1 € F,11 tal que (ep41,€;) = 0 para todo k£ < n, e pomos
Bn—i—l =B, U {en—l—l};

e se k11 = E,, escolnemos e, 1 = 0e By11 = By,.

Observe-se que, para todo n, E, = span(B,). Definimos por fim B = U,enB, \ {0} e
afirmamos: B é uma base hilbertiana de 7.



2.3. ESPACOS DE HILBERT 39

Com efeito, B € por construgdo um conjunto ortonormal enumeravel (uniio enumeravel
de conjuntos enumeraveis); por comodidade, vamos reenumerar seus elementos em bije¢do
comN, B = {ey, ..., én, ...}, 0 que ainda garante F,, C span({ey, ..., e,}). Continuando,
temos que U,enE,, = span(B), e, dado qualquer v € H, existe uma sequéncia (v, )men
em UpenEy, (que, como vimos, € denso) tal que v,, — v. Acontece que, para cada vy,
existe Ny, € N tal que v, € El;,,, portanto (v, ex) = 0 para todo k > N,,, do que:

N, [e%s)
Um = (Um,ex) ek =Y (Um, k) ex.
k=1 k=1

Além disso, (v, ex) converge a (v, ex) uniformemente em relagdo a k, como pode-
mos ver por | (v — vy, ex) | < ||v — vy |l; ademais, como, o operador Y _; ekez éo
projetor ortogonal sobre o espago span{ey, ..., e, } (ver a Observagdo 2.3.33), tem-se ainda
1> k=1 (u,ex) exlly, < llull# paratodon € New € H. Com esses fatos em mente,
podemos estimar, com m arbitrario:

v — Z (v, er) eg

k=1 H
n n
= |[(v—vm)+ | vm — (Um,ek) ek | + (U — v, ex) ex
k=1 k=1 H
n n
< v —vmlln+ Z@m*%ew €kl + Um*z<vma€k> €k
k=1 H k=1 H

n

2”?} — Um”'H + ||V — Z <Um7 ek> €k
k=1 H

N

Resulta que, tomando m suficientemente grande para que seja ||v — vy, || < 5, teremos

n n

v—Z(v,ek>ek < e+ ’l)m—z<’0m,€k>ek )

k=1 H k=1 H

e tomando 1 > Ny, teremos finalmente [[v — Y 7', (v, ex) exll;; < €. Em resumo: v =
Y neN Onn, com ay, = (v, €,), mostrando que 3 é uma base hilbertiana.

Para demonstrar a afirmagdo inversa, suponhamos que H possua uma base hilberti-
ana B3 e definamos o conjunto spang () como aquele das combinagdes lineares finitas de
elementos de B com coeficientes complexos racionais (complexos com partes real e ima-
gindria racionais, que denotaremos Cg). Esse é um conjunto enumerdvel: spang(B) =
Unen spang(By), com By, = {ei, ..., e,}, € cada spang(B,,) é enumerdvel, pois estd em
bijecdo com (C& (e o produto cartesiano finito de conjuntos enumeréveis é enumeravel). E
também denso em 7, pois, dado u € H, sabemos que, para cada e > 0, existe n € N tal que
lu = > 5—1 (u,ex) exll;, < 5.jd que B é base; além disso, é possivel encontrar complexos
racionais as, ..., o, tais que oy — (u, ex) | < 5 paracada k € {1,...,n}, dada a densidade
de Cg em C, do que:

n n

n n
U — Z opey < lu— Z (u,er) el + Z (u,ex) e — Z e < g
k=1 k=1

H k=1 H k=1 H
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como Y i apei € spang(B), a proposi¢io estd provada. [

Lema 2.3.40. Sejam H1 e H2 dois espacos de Hilbert separdveis. Entdo eles sdo isomorfos,

Hi ~ Ho.

Demonstra¢do. Tomemos as bases By = {e1,...,en,...} de Hi e Bo = {f1,..., fn,...} de
Hy. Definimos o isomorfismo ® : H; —s Hj por, dadou € Hi, @ (3°,en (U, €n)yy, €n) =
Y nen (U, €n)y, fn- Linearidade e injetividade sdo Gbvias; sobrejetividade vem do simples
fato de, para todo v € Ha, encontrarmos u = Y (v, fn)y, €n tal que ®(u) = v. [

Neste momento, j4 podemos comparar o que obtivemos com o objetivo que declaramos
no inicio da Se¢do 2.2, notadamente, obter espacos de dimensdo nao finita que fossem, tanto
quanto possivel, parecidos com os euclidianos.

Ora, em dimenséo finita n, todo espaco real ou complexo € isomorfo a R” ou C" res-
pectivamente, e como seus elementos sdo comumentemente descritos em coordenadas por
n-uplas, um espaco de dimensdo n pode ser compreendido, sem falta de rigor, como o
espaco das listas de n ndmeros reais ou complexos. Pois, um espaco de Hilbert separa-
vel possui uma base enumerdvel, a qual podemos associar coordenadas, uma sequéncia de
nimeros. Em outras palavras, esses espacos sdo como os conjuntos das listas de uma quan-
tidade enumeravel de elementos, do que podemos pensar, por assim dizer, que sdo espagos
de “dimensdo enumerdvel”, e, por assim dizer ainda mais, espacos de dimensao infinita,
“mas nio muito”.

E como sdo todos eles isomorfos entre si, a analogia fica completa. De fato, a caracte-
ristica mais estranha dos espagos de Hilbert separdveis em comparagdo com os euclidianos
(talvez a inica importante que seja estranha) é a ndo compacidade de conjuntos fechados e
limitados, como estudaremos melhor no Capitulo 3.

2.4 Formas sesquilineares e quadraticas

Nesta se¢do faremos um breve estudo das formas sesquilineares e quadriticas em es-
pacos de Hilbert, as quais guardam uma estreita relacdo com os operadores lineares nesses
espacos; com efeito, gragas a presenca dos produtos internos, veremos que hd uma relacdo
biunivoca entre operadores, formas sesquilineares e formas quadraticas.

Definicao 2.4.1 (Forma Sesquilinear). Sejam F e F’ espagos vetoriais sobre K. Uma forma
sesquilinear w sobre & x F' é uma func¢do w : E x F' — K tal que, para todo u € E,
w(u, - ) : FF— K ¢ antilinear e, dado v € F, w(-,v) : E — K¢ linear.

Definicao 2.4.2 (Norma de Forma Sesquilinear). Sejam F e F' espagos vetoriais normados.
A forma sesquilinear w diz-se limitada se, pondo:

_ |w(u,v)|
lwllgexr) = sup ————,
(wo)eExr [ullellv]F

w,v#0

tivermos ||w||g(gx ) < 0o. Nesse caso, essa quanditade serd a norma da forma sesquilinear.

Observagdo 2.4.3. Vé-se que ||w||p(pxr) = SUPy yepxF |w (U, v)|, assim como na Obser-
llull[lvll=1

vacdo 2.1.14,
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Observagdo 2.4.4. Evidentemente, se w; e we forem duas formas sesquilineares limitadas
sobre I x I, assim serd w1 + Awz, dado A € K, com [|w1 + Awa|g(pxr) < |lwillaExr) +
Mwz2ll8(Ex F)- E fécil que as formas sesquilineares limitadas formam um espago vetorial
normado, e é imediato que |w(u, v)| < ||wllpEx ) llull&llv] £

Definicao 2.4.5 (Espaco das Formas Sesquilineares). O espago vetorial normado formado
pelas formas sesquilineares limitadas sobre £ x F' serd denotado B(E x F).

Proposicao 2.4.6. Seja H um espaco de Hilbert e w € B(H x H). Entéo existe um tnico
A € L(H) tal que w(u,v) = (u, Av) para quaisquer u,v € H. Além disso, ||Al[zz) =
||W||B(HxH)-

Demonstragdo. Fixado v € H, a fun¢do H > u — w(u,v) € K é um funcional linear
limitado em 7, por isso ha ¢, € H tal que w(u,v) = (u, ¢,) para todo u € H. Ocorre que
a aplicagdo H > v — ¢, € H € claramente linear (dadas as antilinearidades da forma w e
do produto interno na segunda varidvel) e também limitada:

||¢U||’?-[ _ <¢U7¢v> CU(¢U,’U)

i3, Il vl

o9

Mol

< lwllB@eson

do que ”ﬁ}””[f < |lwllgxp)- Isso significa que ¢, = Av para algum A € L(H) e que

[Ally < llwllBaexay. Finalmente, |w(u, v)| = | (u, Av) | < [|All g llullallvll3, do
que [|wl|rxn) < [|All 2w, € portanto || Al £z = [|wll B x20)-

Para a uicidade, basta mostrar que, se w(u,v) = (u, Av) e w(u,v) = (u, Bv), entdo
A = B: naturalmente, (u, Av) — (u, Bv) = 0 implica (u, (A — B)v) = 0. Tomando
u = (A — B)v, ter-se-d ||(A — B)v|| = 0 para todo v € H, portanto A = B. Agora
basta por ~ (w) = A, em que esse perador e aquele para que w(u,v) = (u, Av), dados
u,v € H. [ |

Corolario 2.4.7. Seja H um espaco de Hilbert. Estdo os espagos vetoriais normados B(H x
H) e L(H) sdo isometricamente isomorfos, isto é, B(H) ~ L(H), com ~ preservando as
normas dos respectivos espagos.

Demonstracdo. Obvia. |
Corolario 2.4.8 (Lax-Milgram).
Demonstracdo. fica pro Thomas, acabamos de ter um semindrio sobre isso. |

Definicao 2.4.9 (Forma Quadrética). Seja F/ um espago vetorial sobre K. Uma funcio
w : F — K é dita uma forma quadrdtica sobre E se existir v € B(E x FE) tal que,
Vu € E, sejaw(u) = o(u, u).

Definicao 2.4.10 (Norma de Forma Quadratica). Seja £/ um espago vetorial normado. A
forma quadratica w diz-se limitada se, pondo:

jw(w)]

up
e lully’
u#0

HWHB2(E) =

tivermos ||w||z2(g) < oo. Nesse caso, essa quanditade serd a norma da forma quadrética w.
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Observagdo 2.4.11. Valem as mesmas observagdes que acima: [|w||g2(gy = SUp ,ep |w(u)l
llull g=1
e, se wj e wy forem duas formas quadraticas limitadas sobre F, assim serd w; + Aws, dado

A €K, com [lwy + Awal|p2(p) < [lwillg2(m) + Allwz2llg2(E)-

Definicao 2.4.12 (Espaco das Formas Quadraticas). O espaco vetorial normado formado
pelas formas quadrdticas limitadas sobre E serd denotado B%(E).

Corolario 2.4.13. Seja H um espaco de Hilbert sobre C, e w € B?(H). Entio existe um
nico A € L(H) tal que w(u) = (u, Au) para qualquer u € H. Ademais, [|w||z2(z) =
| All £(30)-

Demonstracdo. A existéncia de um tal A é imediata, em vista da Proposi¢ao 2.4.6; igual-
mente o € a desigualdade [|w||g2(3) < ||Allz(3)- Para provar que [|All ) < ||lwllB2(3)s
empregaremos a identidade:

(u, Av) = % ((u+v,A(u+v)) — (u—v, A(u —iv))
(2.4.1) —i (u+v, A(u+ 1)) +1i(u—iv, A(u —iv))),

valida somente caso H seja cnstruido sobre o corpo C. Desse modo, vemos que:

1Al = sup | (u, Av)| < sup [(u, Au) | = sup [w(u)| = [lw]lz -
u,VEH \\u?’Hl ”uﬁHl
[zl llv]l=1 ull= ul|=

A unicidade vem de considerar que, se A1, A2 € L(H) sdo como no enunciado, entdo
(u, (A1 — Ag)u) = 0 para todo u € H. Pela Equagdo (2.4.1) acima, isso também implica,
no caso complexo, que (u, (A; — Az)v) = 0 para todos u,v € H; em particular, tomando
u = (A; — Ag)v, obtém-se Aju = Agu para todo u, ou seja, A} = Asg, concluindo a
demonstragao. |

Escélio 2.4.14. Se H for construido sobre o corpo R, entdo vale o Coroldrio 2.4.13 quanto a
existéncia do operador A, porém somente se poderd afirmar quanto as normas que ||w||g2(3) =

inf aceony) Al

w()=(-,A-)
Coroléario 2.4.15. Seja H um espaco de Hilbert sobre C. Estao os espagos vetoriais norma-
dos B2(H) e L(H) sdo isometricamente isomorfos, isto &, B(H) ~ L(H), com ~ preser-
vando as normas dos respectivos espacos.

Demonstragdo. Dado o Coroldrio 2.4.13, basta mostrar que, se w(u) = (u, Au) e w(u) =
(u, Bu), entdo A = B, o que serd feito a partir da identidade (2.4.1): se (u, (A — B)u) =0
para todo u € H, vé-se que, também, serd (u, (A — B)v) = 0 para todos u,v € H.
Tomando u = (A — B)v, ter-se-a a demonstragio. [ |

Corolério 2.4.16. Seja H um espaco de Hilbert sobre C, e A : H — 7 um operador
linear tal que, para todo u € H, (u, Au) = 0. Entdo A = 0.

Demonstracdo. Evidente dado o corolério anterior, sé quisemos escrever explicitamente
este resultado para contrastar com o caso real no exemplo abaixo. |

Exemplo 2.4.17. Tome K = R, H = R?, e escolha a matriz A = ( (i é ) a qual

certamente ndo é nula. Temos (Au,u) = 'uAu = 0 para todo u € R2.
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Exemplo 2.4.18. A existéncia de isomorfismo entre £(H) e B?(#), em outras palavras, a
unicidade do operador que representa a forma quadratica, € uma caracteristica exclusiva dos
espacos de Hilbert complexos. Tomemos como contra-exemplo para o caso real H = R?

1
?),coma eR

e a forma quadritica w(z,y) = 2% + y?. Qualquer matriz A = <

arbitrdrio, satisfaz 2 identidade w(z,y) = (z y) A <§> ; porém, ||wl|g2(3) = 1, enquanto

que [|Allz) = V1 + a?. Note-se, entretanto, que ||w\|32(H) =inf aceeny Allze), 0
w(-)=(-,A")
que ilustra o resultado do Escélio 2.4.14.
A grande vantagem que tiraremos dos fatos apresentados nesta seco sdo as novas for-
mas de calcular a norma de um operador através do produto interno em um espago com-
plexo, notadamente:

|Allzy = sup | (Au,v)| = sup |(Au,u)]|.
il %
llwll llvl=1 ul|=

Nao custa, todavia, dar um exemplo de aplica¢do da isomorfia entre £(H) e os espagos
de formas sesquilineares e quadraticas como forma de simplificar a obtengdo de resultados
concernentes aos operadores em si:

Exemplo 2.4.19. exercicio do king’s college que resolvi dessa forma



