Mudanca de base
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Coordenadas

Definicao

Sejam V' um espaco vetorial finitamente gerado e B = {uy, ..., u,} uma
base de V. Como B é uma base de V, todo elemento de u € V se

escreve de forma tinica como
u=aoqu +---+ aplp,

com aq,...,a, € R.
Os coeficientes o, - -+ , v, sdo denominados coordenadas de u com
relagcdo a base B. Representaremos as coordenadas de u com relagdo a

base B como
aq
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Exemplo 1: Mostre que os vetores
(1,1,1), (0,1,1) e (0,0,1)

formam uma base de R3. Encontre as coordenadas de (1,2,0) € R® com
relacdo a base
B=1{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}.
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Solucao:
e B=1{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} é uma base de R".

J4 sabemos que dimR3 = 3. Entdo para verificar se os vetores acima
formam uma base de V/, basta verificar se eles sdo L.I.. De fato, a matriz

1 00
110
1 11

possui determinante igual a 1 # 0. Portanto, B é uma base de R3 .
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Continuacao

@ Coordenadas de (1,2,0) € R3 com relagio & base
B=1{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}.
Observe que
(1,2,0) = (1,1,1) + 5(0,1,1) ++(0,0,1) = (v, o + B, v + B+ )
é equivalente ao sistema
a=1
a+p=2
a+pB+v=0

cuja (Unica) solugdo é a =1, f =1 ey = —2. Desse modo, as
coordenadas de (1,2,0) com relagdo a base B s3o dadas por
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Exemplo 2:

(a) Mostre que os polinémios
1, x e x? = x
formam uma base B de P,(R).
(b) Encontre as coordenadas de

1+ x+ x?

em relacdo a base B.
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Solucao:
(a) B={1,x,x* — x} é uma base de P,(R).

Devemos mostrar que cada p(x) = ag + aix + axx? € P2(R) se escreve

de forma (inica como combinac3o linear de 1, x e x?> — x. De fato,
a0+ aix +ax®=al+Bx+y(x* = x)=a+ (8 —7)x +x°
Q= dg
= f—v=a < «a=ay, f=a1t+aey=a.

7= a2,
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Continuacao
@ Coordenadas de 1 + x + x? com relagdo a base B = {1, x,x*> — x}.
Observe que
l+x+x2=al+Bx+7(x*=x)=a+ (8 —7)x + x>

é equivalente a

a=1
B—y=1 <= a=1 =2ey=1
v=1

Logo, as coordenadas de 1 4 x + x? com relacdo a base B s3o dadas por
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Exemplo 3: Encontre as coordenadas de
1+x+x2

com relagdo a base
C={1,x,x*}

Solucdo: Observe que

2

1+x+x3=al+p8x+7x* <= a=p=~v=1.

Logo, as coordenadas de 1+ x + x? com relacdo a base C s3o dadas por

1
1
1
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Observacdo

Os exemplos 2 e 3 nos mostram que as coordenadas de um elemento de

um espago vetorial podem variar quando se consideram bases distintas.

De fato, vimos que as coordenadas de p(x) = 1+ x + x2 € P(R) em

relacdo as bases
B ={1,x,x*> - x} e C={1,x,x*

Sao

@

1
p(x)s = |2 p(x)c =
1

respectivamente.

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao Algebra Linear



O que passaremos a estudar agora é como esta mudanga ocorre,
ou seja, como é possivel encontrar as coordenadas de um vetor
com relacdo a uma base, sabendo-se suas coordenadas com relacdo

a uma outra.
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Sejam V um espaco vetorial finitamente gerado e
B:{b17"'7bn} e C:{Cl.,"',cn}

bases de V. Como B ébaseeci, - ,c, € V, Jaj; € R, com

i,j €{1,---,n}, tais que

a = aubtanb+--+anb,
Ch = alnbl + a2nb2 R annbn-
Desta forma, as coordenadas de cy,..., ¢, com relacdo a base B s3o,
respectivamente,
11 Q1p
o1 Q2p
C15 - ) .y CI'IB -
Qn1 Qnp
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Definicao

A matriz
11 1p
Mg = :
Q1 Qnn
cujas COLUNAS sdo formadas pelas coordenadas de cy, ..., c, com
relagcdo a base B é chamada de matriz mudanca de base da base B
para a base C.
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Exemplo 4: Considere as bases
B ={(1,0,1),(1,1,1),(1,1,2)} e C=1{1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

de R3. Encontre a matriz M§.
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Solucao.
Precisamos resolver o sistema
(1, 0, O) = ()411(1, 0, 1) + (Y21(].7 ].7 1) + ()631(1, 1, 2)

(0,1,0) = (1,0,1) + a2o(1,1,1) + a52(1, 1,2)
(0,0,1) = (1,0,1) + ci25(1,1,1) + a25(1, 1, 2)

(011 + a1 + a3y, 001 + 31,001 + az +2a3;1) = (1,0,0)
= (o2 + axm + a3, 000 + azp, a2+ ap +203) = (0,1,0)
(o3 + a3 + a3, a3 + @33, 13 + a3 +2a33) = (0,0,1).
Resolvendo o sistema acima, obtemos (o171, a1, a31) = (1,1, —1),
e . Desta forma,

obtemos
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Proposicao

Sejam B e C bases de um espaco vetorial de dimens3o finita V. Se vg e
Vc representam as coordenadas de um dado vetor v € V' com relagdo as
bases B e C, respectivamente e se Mg é a matriz de mudanca de B
para C entdo

VB = MEVC.
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Demonstracao.

Sejam B ={b1,..., by} e C ={c1,..., ¢} bases de V. Dado um vetor
v € V sejam
X1 »

Il
o

vB ve
Xn Yn
as suas coordenadas com relacdo bases B e C, respectivamente. Se

MS = (o) representar a matriz de mudanga da base B para base C

entdo, como ¢; = Y ., b, j =1,...,n, obteremos
n n n n n n
vV = E X,'b,‘ = E yi¢G = E Yi E OL,‘jb,‘ = E E Qjjyj b,'
i=1 j=1 j=1 i=1 i=1 \ j=1
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Demonstracdo (continuagao).

Como os vetores by, ..., b, sdo L., entdo

n
X,':E ajyi, 1=1,...,n
Jj=1

Porém, estas (ltimas n equag¢bes podem ser escritas na seguinte forma

matricial
Q11 Q12 - Qiap Y1 X1

Qp1 Qpp o Qlpp Yn Xn

ou, mais simplesmente,
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Exemplo 5: Fixado 6 € R, considere

B = {(cos8,senf),(—senB, cosh)}.

(i) Mostre que B é uma base de R

(ii) Encontre a matriz de mudan¢a de base de B para a base
C ={(1,0), (0, 1)}.

(iii) Encontre as coordenadas do vetor u = a(1,0) + b(0, 1) com relago
a base B.
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Solucao.
(i) B ={(cosf,senh),(—send,cosf)} é uma base de R2.

Como dimR? = 2, basta mostrar que (cosf,senf) e (—sen @, cosf) sio
L.I.. Se
a(cosB,sen ) + S(—sen b, cosf) = (0,0),

entao
acosf — Psenf =0

asenf + fcosf =0

det (cos@ —sen 9) _140

pois

senf  cosf
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Solugédo (continuacao).

(i) Matriz de mudanc¢a de base de B = {(cos#,sen @), (—sen@,cosf)}
para C = {(1,0),(0,1)}.

A matriz M§ serd dada por (o), em que

(1,0) = a11(cosf,sen ) + a1 (—sen b, cos )
(0,1) = ag2(cosB,sen ) + axn(—send, cosb),

que é equivalente a

(1,0) = (a1 cosf — apy sen b, g sen @ + apq cos )
(0,1) = (a12cosf — anysen b, ayp sen @ + o cos ),

que implica que (a1, a01) = (cos @, —senB) e (a2, ) = (sen 8, cos ).

/\/lg: cos 6 sené).
—senf cosf

Assim,
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Solugdo (continuagdo).
(iii) Coordenadas do vetor u = a(1,0) + b(0,1) com relagdo a base B.

Sabemos que

ug = Mguc.

e cosf senf a\ [acosf+ bsenf
B —senf cosf b) \bcosh —asend /]’

Assim,

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao Algebra Linear



Proposicao

Sejam B, C e D bases de um espago vetorial. Temos

M5 = MSME.

Demonstracao.

Veja a demonstracao da Proposicdo 6.5 da apostila. O
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Proposicao

Sejam B e C bases em um espaco vetorial. Entdo a matriz M§ possui
inversa e esta inversa é dada por ME, a matriz de mudanca da base C

para B.
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Demonstracdo. Suponha que B e C s3o bases de um espaco vetorial de

dimens3o n. Ja sabemos que

MSME =ME e MEMS = ME.
Basta mostrar que MZ = Mg =1, em que | é a matriz identidade de

ordem n. De fato, se uy, ..., u, sdo os vetores da base B, entdo
uy = lui+O0uw—+---+0u, = Qi+ ol + -+ Qe
uy = Oui+1luo+0us+---+0u, = a«aiu+ant+---+ anu,
up = Our+---+0us—1+1u, = i1+ Qpo1pln—1 + QppUp.

Assim, ME = (a;) com

1, i=j

e, portanto, ME = 1.
o, i#j °F e

Qjj =
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