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Subespacos vetoriais

Motivacdo

@ V: um espaco vetorial.

Subconjunto W de V' que também s3o espagos vetoriais: subespaco
vetorial

@ Mesma soma: Se x,y € W, entdo x+y € W.
@ Mesmo produto: Se x € W e XA € R, entdo Ax € W.
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Subespacos vetoriais
A definicio

Definicio

Um subespaco vetorial de um espaco vetorial V & um subconjunto
n3o-vazio W satisfazendo:

e Para quaisquer x,y € W, vale que x +y € W,
@ Para qualquer x € W e qualquer A € R, vale que Ax € W.

Diz-se que W é fechado por soma e produto por escalar, respectivamente.
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Subespacos vetoriais triviais
O espaco todo

Se V é um espaco vetorial:

@ V é um subespaco vetorial de V;

Qualquer subespaco W C V com W # V é dito ser préprio.
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Subespacos vetoriais triviais

O subespaco zero

@ {0y} é um subespaco vetorial de V:
o Se x,y € {0y}, entdo x = y = Oy, logo

X+y:0\/+0\/:0V€{0\/};
o Sexe€ {0y} eXeR, entdox =0y e
)\XZ)\O\/:O\/.

{0y} é o subespaco zero ou subespago nulo.

V e {0y} sdo chamados de subespagos triviais.

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 2 Subespacos Vetoriais 5/21



Subespacos de R?

Seja V = R2.
O conjunto W = {(x1,x2) : x1 + xo = 0} & um subespaco de R:
e W é ndo-vazio, pois (0,0) € W.
e W é fechado por soma: Se x = (x1,x2) e y = ()1, y2) pertencem a
W, entdo x +y = (x1 + y1,x2 + y2), €

(x1t+y1)+e+y»)=0Ca+x)+(1+y)=0+0=0,

logo x +y € W.
e W é fechado por produto: Similarmente, se x € W e XA € R, entdo
Ax e W.
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Subespacos de RF

Fung&es pares e impares

Seja V = RE, o espaco vetorial das funcdes f: R — R.
O subconjunto P de V consistindo das funcdes pares é um subespaco:

P = {f: f(x) = f(—x) para todo x € R}.
@ P é n3o-vazio, pois contém funcdes constantes;

@ P & fechado pela soma: exercicio.
@ P é fechado por produto: Se f € P e A € R, entdo

(AF)(—x) =X f(—x) = X - f(x) = (Af)(x)

para todo x, logo A\f € P.

Similarmente, o conjunto / das funcées impares também é subespaco
vetorial de RF.
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Subespacos de RF

Fun¢des polinomiais

O espaco P(R) das funcdes polinomiais & um subespaco de RE.
Por exemplo: Se f, g: R s3o polinomiais, entio

f(x)=ap+ aix+ -+ apx"
g(x)=bo+ byx+-oreenn + bx™

(f +&)(x) = f(x) + g(x)
= (ag +arx +axx® + )+ (bg + byx + box® +---)
= (ap + bo) + (a1 + b1)x + (a4 bo)x> + - --
=Co+ Cix+ CxP+ -,

onde C; = aj + b;.
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Subespacos vetoriais

Um contra-exemplo

O conjunto [0,00) ndo & um subespago de R:

Q [0, 00) é ndo-vazio. (ok...)

@ [0, 00) é fechado por soma? Se x,y € [0,00), entdo x,y > 0, logo

x+y>x2>0

e portanto x + y € [0,00). (ok...)
@ [0, 00) é fechado por produto? N3o!
Sex=1€[0,00) e A\ =—1€R, entdo

Ax = —1 ¢ [0, 00).
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Subespacos vetoriais

Outro contra-exemplo

O conjunto X = {(x,y) € R?: |x| > |y|} ndo & subespaco de R?.
Q@ X é ndo-vazio. (ok...)
@ X é fechado por soma? Nio!
Sev=(-1,1)ew=(1,1), entdo v,w € X, mas

v+w=(0,2) & X.

© X é fechado por produto? Sim! (Exercicio)
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Subespacos vetoriais

Outro contra-exemplo

X ={(y) €R2: |x| > |y|}
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Subespacos de R, R? e R3

@ Subespacos de R:
o {0},R.
@ Subespacos de R?:
o {(0,0)}, R2.
o Retas que passam por (0,0);
@ Subespacos de R3:
e {(0,0,0)},RR3.
o Retas que passam por (0,0, 0);
e Planos que passam por (0,0, 0);
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Teoria

Uma anica conta para determinar se é subespaco

Teorema

Um subconjunto nio-vazio U de um espago vetorial V' é subespaco de V
se, e somente se, para todos x,y € U e para todo A € R, vale que
x+AyeU
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Teoria

Subespacos sdo, de fato, espacos

Teorema

Se U é um subespaco vetorial de V/, entdo U é um espaco vetorial com as
soma e produto restritos de V. Além disso:

o 0\/6 U;
@ Sex e U entio—xe U.

De fato, tome x € U qualquer. Ent3o
Q@ 0y =0xe U;
Q@ x=(-1)xeU.
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Teoria

Subespacos sdo, de fato, espacos

Teorema

Se U é um subespaco vetorial de V/, entdo U é um espago vetorial com as
soma e produto restritos de V. Além disso:

Q@ 0y e U;
@ Sex e U entdo —x € U.

Associatividades, comutatividade, distributividades, unidade do produto sio
trivias.

@ O zero de V também é um zero de U, pois Oy + x = x + 0y = x para
todo x € V, e em particular para x € U.

@ O oposto em V de um elemento de U é o oposto em U do mesmo
elemento.
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Teoria

Interseccdes de subespacos

Teorema

Se Uy, Uy, ..., U, sdo subespacos vetoriais de V, entdo

ﬂu,-:: UinUn---NU,
i=1

também é subespaco vetorial de V.

@ (), U; é ndo-vazio: De fato, 0y € U; para todo /, logo

n
oy € (U
i=1
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Teoria

Interseccdes de subespacos

Teorema
Se U1, U2, .

.., U, sdo subespagos vetoriais de V, entdo

(Ui=UinUN---NU,

i=1

também é subespaco vetorial de V.

@ ()., U; é fechado por soma: Se x,y € (), U;, entdo
e Para todo i, x,y € U;, logo x + y € U; (para todo i),
ou seja, x +y € (i, Ui.
© ()., U; é fechado por produto: Exercicio
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Teoria

Interseccdes de subespacos

Se Ui, ..., U, sdo subespacos de V, entdo ();_; U; € o maior subespaco
de V que esta contido em todos os Ui, ..., U,.
E a unido?
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Teoria

Unido de subespacos

Em geral, a unido de subespacos n3o é subespaco.

Por exemplo,
X ={(x,x): x e R}

Y ={(x,—x) : x e R}

s30 subespacos de R?, mas X U Y n3o é subespaco.

X
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Mais um exemplo

Considere uma equacio linear
2x1 + 3x0 — 4x3 + x4 = . (%)
O conjunto solugdo da equagdo (*) é o subconjunto de R*

Sol, = {(xl,X2,X3,X4) ERY:2x1+ 3% —dx3+ x4 = a}

Prove que Sol, é um subespaco de R* se, e somente se, o = 0.
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Mais um exemplo, agora com intersecgdes

Considere um sistema linear homogéneo

2x1 + 3x — 4x3 + x3 =0 (@)
()¢ x + x5 + xx =0 (9)
—X1 — 2X2 + 3X3 =1() (&)

O conjunto solugdo do sistema (*) é o subconjunto Sol, de R*
consistindo das 4-uplas (x1, x2, X3, xa) que satisfazem a todas as equagdes
de () simultaneamente.

Ja sabemos que o conjunto solugdo de cada uma das equagdes (V) () e
(%), separadamente, & um subespaco vetorial de R*. Chamemo-los de
Solo, Solg e Solg,.

Entdo Sol. = Solg N Soly, N Solg, € um subespago vetorial de R*.
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