EAD

DETERMINANTES

CONCEITO:

Dada uma Matriz Quadrada de ordem n, dizemos que Determinante de ordem n ¢ um numero
associado a essa Matriz conforme determinadas leis.
Representamos o Determinante de uma Matriz M por Det (M), ou com os elementos da Matriz

entre duas barras.

2 4 -1
Assim, se tivermos a Matriz M = [0 3 3 |, o Determinante da Matriz M, ou simplesmente
5 6 0
2 4 -1
Dett(M)=|[0 3 3|
5 6 0

Do mesmo modo que as Matrizes, os Determinantes também possuem diagonais, tanto a principal
como a secundaria.
Este conceito nos permite calcular apenas os Determinantes de primeira e de segunda ordem, do

seguinte modo:

DETERMINANTE DE PRIMEIRA ORDEM:

Det(M) = |[m| = m. Ou seja, o Determinante de primeira ordem ¢ igual ao seu tinico elemento.

EXERCICIOS: Calcular os seguintes determinantes:

Dol f

Doy -2k 4 -k 5 R

5
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Resp.: 1) 0; 2) %; 3)-12; 4-n ;5 —.

DETERMINANTE DE SEGUNDA ORDEM:

Det(M) = |m11 m12| =My * My, — Myq - My, Isto &, este determinante ¢ igual a diferenga
My, My 11 My2 21 " M1z ,

entre o produto dos elementos da diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal

secundaria, obtidas nesta ordem.



EXEMPLO: Calcular o Determinante: |_34 —78| =3-(—8)—(—-4)-7=-24+28=4
EXERCICIOS:
1) Calcular os seguintes determinantes :
4 5 35 23
2 5| -4 0] - 2 26 —3V2|. 2 7
1 Y Cool3 ozl 9 L o)
3 8 1 -2 04 15 3V/8 —4v6 %ﬁ _65
4
69
Resp.:(a)l; b)8; ¢) 1; d) -12 ; e) —g)
2) Resolva as equagdes em R:

= 32

2) |2§c x-IS-1|=_4; b)x—Z 2 = 0: C)|2i 24x

3 x—11"

Resp.:(a) V={-2}; b) V={-1,4}; c) V={3}.)

DETERMINANTE DE TERCEIRA ORDEM:

A resolucgdo destes determinantes ndo ¢ advinda da definicdo, como as duas anteriores, mas de uma
regra pratica chamada “Regra de Sarrus” (matematico francés da primeira metade do século XIX ),
que se resume no seguinte esquema:

Repetimos as duas primeiras colunas, conforme a “figura” e multiplicamos os elementos da
diagonal principal e suas “paralelas”, somando os produtos obtidos. Em seguida multiplicamos os
elementos da diagonal secundaria, e das suas “ paralelas”, somando estes resultados colocando um
sinal de “menos” a frente. Por fim, efetuamos a adig@o algébrica dos dois resultados.

Em outras palavras, temos:

my; My Myg
M1 My Mpyj
mgz; Mgz Mg33

Det(M) =

myq

=Myqq " My " M3z + My - Mp3 - M3q + Myz - Myq - M3+

—(my3 - Mmyy - M3y + Myg - My3 - M3y + My, - My - M33)



EXEMPLO:

2 4 8
Calcular o determinante: [3 6 1

4 0 5
2 4 8 /2/4
3 6 1= 3 6=2:6-5+4-1-44+8-3-0—-8-6-4—-—2-1-0—4-3-5=
4 0 5 4 0

e
=60+16+0—-192—-0—-60=-176

EXERCICIOS:

1) Obter os seguintes determinantes:

1 3 0

1 0 1 V2 o2 1 2 4 1 1 1

a)lo 1 1f; b)[-1 v3 3 o) |s T sl 2 2 3

1 1 0 5 3 -1 1 -1
3 2 6 3 -2

Resp.:( a) -2 ; 1)22-33+2J6-6v2 ; ¢ % d) 2)

2) Resolva em R as equacdes:

4x 5 -3 1 1 1 logx log, 10 log, 10
a) 0o 1 —-1|1=1; b)|2 3 5 = 0; c)| 10 0 1 = 0.
3x 1 0 4 9 25+« 1 1 1

Resp.: (a) V= {—%} ;b)) V={-6}; c) V= {10,%}.)

DETERMINANTES DE ORDEM SUPERIOR A TERCEIRA:

Para resolvermos estes determinantes, ¢ necessario que sejam definidos os conceitos de Cofator de

um elemento de um Determinante:
Chamamos de Cofator de um elemento a;; de um Determinante de ordem n, € que simbolizaremos
por Cjj, ao produto entre (—1)'*/ e o Determinante de ordem n—1 que obtemos com a

supressdo da linha e da coluna as quais pertence o citado elemento



EXEMPLO:
2 5 =3

Seja o determinante D=1 4 7 |. O Cofator do elemento a,3, que ¢ o numero 7,
-2 0 6

¢ o determinante obtido de D, com a retirada de sua segunda linha e de sua terceira coluna,

243

multiplicado por (-1) ™.

Ou seja, é a expressdo Cpz = (—1)° - |_22 g| =(-1)-(2-0+2-5=-10

TEOREMA DE LAPLACE (Matematico francés do século X VIII):

Demonstra-se que: “Todo Determinante ¢ igual a soma dos produtos dos elementos de uma de suas
filas ( linhas ou colunas) pelos seus respectivos Cofatores”.

Em linguagem algébrica, que naturalmente ¢ mais apropriada, escrevemos:

Ay Ay Apeeeeennen ay, A,
Ay Byy e a,,

D= a3 e a;,, | = a;.C,ta,.C,+a;.C,+...... +a,, .C,,
B cveeerernereereeeee et a,

EXEMPLOS:

Calcular os seguintes Determinantes usando o Teorema de Laplace:

2 4 6
1) 1 5 2
3 4 8

Para aplicarmos o Teorema de Laplace, devemos escolher inicialmente uma das filas, como, por

exemplo, a 3* linha, para, entdo, comegarmos os calculos:

g % §=3.(—1)3+1.|‘5* O +4- vz P S8y | =




=3-(-1)*-(8-30)+4-(-1)°-(4—6)+8-(-1)°- (10 — 4) =
=3.1-(-22)+4-(-1)-(-2)+8-1-6=
= —66+8+48 =—10

OBSERVACAO: E natural que vocé tenha percebido que, se fosse usada a Regra de Sarrus, o
trabalho para resolver este Determinante seria muito menor. Porém, Sarrus resolve apenas
Determinantes de 3* ordem, e, como vocé vera a seguir, Laplace resolve qualquer Determinante,

apesar de ser bem mais trabalhoso.

3 225
4 0 3 1
2)
6 1 2 4
2 4 4 3
OBSERVACOES:
a) Por ndo ser de 3" ordem, este Determinante ndo pode ser resolvido por Sarrus.
b) A fila escolhida serd a 2* linha, por possuir um zero, e isto nos diminuira os calculos.
c) Chamaremos o Determinante de D.
RESOLUCAO:
Se aplicarmos em D o Teorema de Laplace, obteremos:
2 2 5 3 25 3 25 3 2 2
D=4-(-D*"-|1 2 4[+0-(-D*?*-[6 2 4|+3-(-D**? |6 1 4|+1-(-D***-|6 1 2
4 4 3 2 4 3 2 4 3 2 4 4
OBSERVACAO:

Perceba que Laplace transformou o Determinante de 4 ordem, que ndo sabiamos calcular, em 4
Determinantes de 3* ordem, que podemos resolver por Sarrus. Vemos ainda que o segundo
Determinante ndo precisara ser resolvido por estar multiplicado por zero.

Entdo, concluindo os calculos, temos:

D=—-4-(12+20+32-40-6-32)+0+(=3)- (9 + 16 + 120 — 10 — 36 — 48) + 1
-(12+8+48 —4— 48— 24) = —105



OBSERVACAO:

E importante notar que, por Laplace, um Determinante de 4* ordem sem nenhum zero é
transformado em 4 de 3*. Analogamente, um Determinante de 5* ordem se transforma em até 5 de
4%, e cada um destes em até 4 de 3%, e havera entdo no maximo 20 Determinantes de 3* ordem para

chegarmos ao valor do Determinante de 5* ordem.

46302
30041
3) D=(25014
33005
02033

OBSERVACAO: Este Determinante de 5* ordem ( Meu Deus! ) pode ser resolvido mais

facilmente se utilizarmos a 3 coluna, por ser a fila com a maior quantidade de zeros.

1+3

Entdo, passamos a ter: D =3.(-1) ,onde hd um Determinante de 4* ordem, e que,

S W N W

1
4
5
3

N W n O
w O =

também pelo Teorema de Laplace, pode ser reduzido a determinantes de 3* ordem. Tomemos dele a

primeira linha:

5 1 4 2 5 4 2 5 1
D=3-{3-(-D''-[3 0 5/+0+4-(-D**-(3 3 5/+1-(-1)"*-|3 3 0
2 3 3 0 2 3 0 2 3

D=3-{3-36+10—-9—-75)+4-(18+24—-45—-20)—1-(18+ 6 —45)} = —555

EXERCICIOS:

1) Calcular os Determinantes a seguir:
1 2 3 4 1 2 00
01 20 21 30

a) D= ; b) D= ;
1 200 1 0 3 1
3 223 3 4 2 2



(@]

~

o

I
SO oo -
SO o~ N
SO = N W
O = N WA
— N W kA W

Resp.:( a)31;b)-6 ; ¢c)1.)

. . —2.sei=]
2) Seja a Matriz B = (bif)4x4 tal que b;; = {i tisei#) Obtenha Det (B).
Resp.:( -4240)

3) Resolva em R as equagdes:

1 x 1 1 10x> 0 10x -1

1 x2 2 1_0 75 0 50 20_O

D s 0 0 0 15 o 2 1|
1 1 11 I 1 1 1

Resp.:(a) V={1}; b) V={ -2r%})

SIMPLIFICACAO DO CALCULO DE UM DETERMINANTE:

Vocé deve ter percebido que, com o uso do Teorema de Laplace, podemos resolver determinantes
de qualquer ordem. Este teorema nos permite calcular um determinante de ordem “n” com a
utilizagdo de determinantes de ordem “n — [”. Porém, este processo pode se tornar extremamente
trabalhoso. Por isso alguns matematicos desenvolveram outras maneiras de trabalhar com

determinantes, procurando diminuir o esfor¢co despendido.

DETERMINANTE DE VANDERMONDE:

Os Determinantes de Vandermonde sdo um caso muito particular de Determinante, pois todas as
suas colunas, ou linhas, s3o formadas por elementos de Progressdes Geométricas cujo elemento

inicial “a 7 ¢igual a 1, conforme os exemplos:

o 13 9 27
1 10 100 1000 11
D=2 5 4|; D= . D, =
1 -1 1 -l 5 120
4 25 16
1 0,5 0,25 0,125



Podemos demonstrar que um Determinante de Vandermonde ¢ igual ao produto de todas as
diferengas entre os elementos da 2° fila (linha ou coluna conforme o caso) de modo que o
minuendo esteja a direita ou abaixo do subtraendo, conforme o caso.

Se aplicarmos esta regra aos Determinantes D, D, e D, , teremos:

Di=(-4-2)-(-4-5)-(5-2)=(-6):(—9)-(—3) =162
D,=(05+1)-(05-10)-(0,5-3)-(-1-10)-(-1-3)-(10-3)
=15-(-95)-(-25)-(-11) - (—4) - 7 =10972,5
D; = (120 —5) = 115

PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES:
Para continuarmos a obten¢@o de maneiras de simplificar o calculo de um Determinante,
precisamos estuda-los com mais profundidade e com isso entender as propriedades que eles tém.

Vamos a elas, portanto:

DETERM INANTE DA MATRIZ TRANSPOSTA:
A transposicao de uma Matriz (Quadrada) ndo altera o seu Determinante.

Observe o exemplo:

3 4 1 3 2 4
A=12 50 = A= 4 5 7
4 7 2 1 0 2

Se calcularmos Det(A) e Det(AY) utilizando a Regra de Sarrus, verificaremos facilmente que:
Det (A) = Det (B) = 8, e isto esta de acordo com a propriedade.

Com este exemplo, a propriedade ndo foi demonstrada, mas apenas verificada neste caso. Porém
aceitaremos que ela seja verdadeira sempre.

MULTIPLICACAO DE UMA FILA DE UM DETERMINANTE POR UM NUMERO

Se multiplicarmos os elementos de uma fila de um determinante por um numero real, o
determinante ficara multiplicado por esse numero.

Mais uma VvezZ, 1CCoIrercmos a um exemplo:

2 25
Seja o Determinante D = |3 4 1|. Se multiplicarmos uma filade D por 4, teremos: D' =
6 3 2
42 42 4.5 |
3 4 1|.Secalcularmos D e D utilizando Sarrus, veremos D' = —260 e D = 65.
6 3 2

e ficara nitido que D’ = 4. D.
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Como consequéncia, se multiplicarmos p linhas e q colunas por k, o Determinante inicial sera

multiplicado por kP*9 .

Exemplo:
2 4 3 1
3000 o ) . . -
D= 0 3 3 4 e multiplicarmos a 1%, a 3* linha e a 4° coluna por 3, teremos o determinante D’
50 21
6 12 9 9
30 0 0
dadopor: D'=
0 9 9 36
5 0 2 3
Se calcularmos D e D’, verificaremos que D’ = 3*"'. D, pois , se utilizarmos o Teorema de

Laplace, obteremos D =69 e D’ = 1863. Ou seja, D’ =3°.D.

FILA NULA:
Se todos os elementos de uma fila de um determinante forem iguais a zero, o determinante

também sera igual a zero.
Vocé pode imaginar um determinante de qualquer ordem que possua uma fila nula. Se vocé
aplicar o Teorema de Laplace utilizando esta fila, vocé vera que todos os Cofatores se anulardo ao

serem multiplicados pelos seus respectivos elementos, pois estes sao nulos.

FILAS PARALELAS PROPORCIONAIS:

E nulo o determinante que possuir duas filas paralelas iguais ou proporcionais.

EXEMPLOS:
2 7 6
a) O Determinante D = |1 —4 11| tem a 1° linha igual a 3* linha. Se vocé calcula-lo
2 7 6

usando a Regra de Sarrus, vera que ele énulo: D =2-(—4)-6+1:-7-6+2-11:-7 —
2:-(—4)-6—-1-7-6—-2-11-7=0.
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4 8 -6
b) SeD=|-2 —4 3|, voc€ podera perceber que a 1* linha e a 2% linha sdo proporcionais,
1 7 -1
pois seus elementos sdo tais que |, =-2.1,. Também por Sarrus, vocé obtera o valor zero
para D.

OBSERVACAO: No segundo exemplo, dizemos que os dois determinantes tém linhas
proporcionais, com fator de proporcionalidade -2. No primeiro, onde existem linhas iguais,
podemos também afirmar que eles tém duas linhas proporcionais, porém com fator de

proporcionalidade igual a 1.

TROCA DE POSICOES ENTRE FILAS PARALELAS:

Se trocarmos as posi¢des de duas filas paralelas de um determinante, ele mudara de sinal.

EXEMPLO:
3 3 4 3 4 3

Seja o Determinante D = |2 1 6|esejaD’' =|2 6 1|. Podemos perceber que D’ foi obtido
1 2 7 1 7 2

com a troca de posicdo entre a segunda e a terceira colunas de D. Se calcularmos por Sarrus os
dois determinantes, teremos: D = 21 + 16 + 18-4-42 —36 = —27 e D = 36 + 42 +
4-18-16- 21 = 27.

Ouseja: D' = —D.

FILA QUE E COMBINACAO LINEAR DE OUTRAS PARALELAS A ELA:

Dizemos que um nimero real “a” ¢ combinacdo linear dos numeros reais “b”, “c” e “d”, se
ele puder ser escrito da seguinte forma “a = m.b + n.c + p.d”, onde m,n e p sdo também
reais.

Se os elementos de uma fila de um determinante forem combinacdo linear dos elementos de

outras filas paralelas a ela, entdo o Determinante sera nulo.

EXEMPLO:
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2 3 2
Seja o Determinante D = |5 1 18]|. Talvez ndo seja assim tdo visivel, mas, com alguma
6 7 10

paciéncia, vocé vera que os elementos da 3? coluna obedecem a expressao "c,z3 =4 - ¢y — 2 Cpy"

Em outras palavras, os elementos da terceira coluna sdo combinagdes lineares dos elementos

das outras duas, e entdo tal Determinante € nulo, e isto vocé podera confirmar aplicando Sarrus.

REGRA DE CHIO (Felice Chid, matemético italiano do século XIX)

Dado um Determinante de ordem n com a,,= 1, demonstra-se ser ele igual a um outro
Determinante de ordem n — 1 que se obtém com a eliminacdo da primeira linha e da primeira
coluna, e cujos elementos sdo iguais as diferencas entre os elementos do Determinante inicial

que ndo estejam na 1* linha nem na 1? coluna e o produto dos elementos da 1* linha e da 1*

coluna as quais pertence o elemento citado.

Costumamos dizer que a Regra de Chido promove um abaixamento de ordem do

Determinante.

EXEMPLO:

Calcular os Determinantes, aplicando a Regra de Chio:

1 3 5 4

2 7 12 6
1) D=

310 11 15

2 8 13 7

Para aplicarmos Chio neste Determinante de 4* ordem, em primeiro lugar devemos verificar que o
elemento a,4 ¢ igual a 1, o que realmente ocorre. Em seguida vamos “separar” a 1* linha e a 1*

coluna, e teremos o seguinte esquema:

1 3 5 4
7-23 12-25 7-24| |1 2 2
2 7 12 6
= =|10-33 15-35 15-34{=|]1 4 3|=-13
3 10 11 15
8-23 13-25 7-24| 2 3 -1
2 8 13 7

OBSERVACAO: O Determinante de 3* ordem que obtivemos foi resolvido por Sarrus.
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2) D=

NN B
[\S)

3
4
5
6 -3 4

Se vocé observar este Determinante, vera que seu elemento a, ndo ¢ igual a 1, e, portanto ndo

podemos aplicar Chid. Porém, se aplicarmos convenientemente a propriedade que diz que “um

determinante muda de sinal se trocarmos de lugar duas de suas filas paralelas”, teremos:

4 6 1 -2

3 4 2 0
D=-—

5 2 2

6 -3 4 3

A troca que fizemos se deu entre a 1* ¢ a 2* linhas, que representamos por |, <> 1,. Em seguida,

para que o elemento a,, passe a ser igual a 1, trocaremos as colunas 1 e 3, que representaremos
por C, <>C;, e assim teremos:

1 6 4 =2

2 4 3 0
D=+

2 2 5 4

4 -3 6 3

Agora o nosso Determinante estd preparado para o uso da Regra de Chio. Assim, teremos:

4-2-6 3-2-4 0+42-2] |-8 -5 4
D=|2-2-6 5-2-4 4+2-2|=|-10 -3 8|= 230 (por Sarrus)
—3-4.-6 6-4-4 3+4-21 1-27 —10 11
2 0 3 7
5 5 4 -8
3) D=
6 -3 12 5
410 6 9

Vocé deve ter percebido que neste caso ndo ha elemento igual a 1. Neste caso, ¢ conveniente
encontrar a fila que tem a maior quantidade de elementos divisiveis por um mesmo niimero, € isto

parece ocorrerna |, ena C,, que possuem trés elementos divisiveis por 3.

~ D 1 N
Entdo, vamos optar por efetuar a multiplicagdo da 3" coluna por 3 e, para que D ndo se altere,

multiplicaremos simultaneamente o Determinante por 3. Assim, teremos:
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2 0 1 7 1 0 2 7
4 4
D =3. >3 5 . Fagamos agora ¢, < C, , e D passara a ser: D = -3. E > 5 8
6 -3 4 5 4 -3 6 5
4 10 2 9 2 10 4
Tudo agora pronto para utilizarmos Chio. Assim, teremos:
5_o & 8 g 28 . 7 52
D=3 3 31=3. 3 3| =2605
-3—-0 6—-8 5-28 -3 -2 =23
10—-0 4—-4 9-14 10 O -5
EXERCICIOS:
Calcular os Determinantes:
1 2 1 2 4 4 2 2 4 2 2 2
2 1 2 1 -3 0 4 2 21 2 3
1) 2) 3)
-1 1 -2 2 6 2 2 0 2 2 3 4
1 -1 2 =2 -2 2 6 4 2 3 4 5

3—-x -1 \/5

4) (UNICAMP — adap.) Seja a um namero real se sejap(x)=det 0 a—-x| -1
0 4 1-x

Para a =1, encontre as raizes reais da equagdo p(x) = 0;

Resp.:( )0 ; 2) 32 3:3)0; 4) 3)

OBTENCAO DA INVERSA DE UMA MATRIZ, COM O USO DOS DETERMINANTES

Quando foi abordado este assunto no texto de Matrizes, vimos que para conseguirmos obter a
inversa de uma Matriz, deveriamos resolver um sistema de equag¢des de 1° grau com tantas
equacdes quanto a ordem da Matriz. Assim, para invertemos uma Matriz de 5* ordem deveriamos
enfrentar a resolucdo de um sistema linear de 5 equagdes, e isto pode resultar em um trabalho que
exige muita paciéncia e muito cuidado.

Para tentar aliviar esse trabalho, temos o seguinte:
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Dada uma Matriz M, quadrada de ordem n, chamemos de M’ a Matriz formada pelos cofatores de
M. Definida M’, podemos obter (M’)‘, que serd a Matriz Transposta da Matriz dos cofatores de
M, que ¢ denominada Matriz Adjunta de M.

Desta forma, podemos demonstrar que: M~ = — . (M)t

Det(M)

OBSERVACAO : Se Det (M) = 0, podemos dizer que nio existe M "

-1 -1 2
EXEMPLO: Inverter a seguinte Matriz: M = [ 2 1 —2]
1 1 -1

1° passo: Calculemos Det(M):Det(M) = 1 + 4 + 2-2 —2 —2 = 1, por Sarrus.

2° passo: Obtenhamos a Matriz M’ dos cofatores:

R i B

oz =l 2] _qyaez|ml 2| _qyaes|-1 -1
L |ml 2 qymez|ml 2] _qyms|-l -1
G ey I G D I B Vil P
1 0 1
LogoM'=|1 -1 0
0 2 1
3° passo : Obtenhamos (M’)", Matriz Adjunta de M:
1 1 0
M)=10 -1 2
1 0 1
4° passo : Aplicagio da formula de obtengio da Matriz Inversa: M~1 = detM - (MOt

1 1 0
Mt=|0 -1 2
1 0 1

EXERCICIOS:

Inverta as seguintes Matrizes, utilizando a igualdade deste capitulo:

1 1 0 . 3 2 -3 1
DM=lo -1 2|; px=[" Z|iva={o 4 -4
1 0 1 -3 6 -3




Resp.:( )M l= [

-1
2
1

-1
1
1

2
-2
-1

cxt=[ 1

3
—4

] ; 3) Ndo existe A71))
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