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CAPITULO 3
DEPENDENCIA LINEAR

1 Combinacao Linear

Definicdo: Seja {\71,\72,...,\7n} um conjunto com n vetores. Dizemos que um vetor

u é combinagdo linear desses n vetores, se existirem escalares a;,ay,...,a, € R

n
tais que U=ayVy +a,Vy +...+apVn, OU S€ja, U= ) ayV; .
=

Exemplo (1): Considere os vetores u=(-4,10,5), v;=(11-2), v,=(2,03) e
vy =(-1,2,3).

a) Escrever, se possivel, o vetor u como combinagado linear dos vetores vy, VvV, e
V3.

b) Escrever, se possivel, o vetor u como combinagdo linear dos vetores v, e V3.
Solugao:

a) Para que u seja combinacdo linear dos vetores {\71,\72,\73}, devem existir

escalares o, B,y € R tais que u=oavy + BV, +yv3. Entdo:

o+28-y=-4
(-410,5) = a(1,1,-2) +B(2,0,3) + y(-1,2,3) = sa+2y =10 . Resolvendo o sistema
—20+3B+3y=5

linear vamos obter: a =2, B=-1e y=4. Portanto: u=2vy -V, +4vs.
b) Para que U seja combinagdo linear dos vetores v, e vz, devem existir escalares

men e RN tais que u=mv, +nvs. Entdo:

2m-n=-4

(-4,10,5) =m(2,0,3) +n(-1,2,3) = {2n =10 . Da segunda equacao obtemos
3m+3n=5

n=5. Substituindo nas outras duas obtemos m = % e m= —%. O que é uma

contradicdo. Logo o sistema linear é impossivel e ndo admite solugdo real. Portanto,

ndo existem escalares men e R tais que u=mv, +nv3, ou seja, ndo é possivel

escrever o vetor u como combinagdo linear dos vetores v, e V3.
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2 Vetores LI e LD

Definigdo: Dizemos que os vetores vq,Vy,...,V, sdo linearmente independentes

(vetores LI) se a expressao ajVvi +ayVp +...+apV, =0 se verifica somente se os

escalares a;,ay,...,a, € R forem todos nulos, ou seja, a; =a, =...=a, =0.

Definigdo: Dizemos que os vetores vq,Vy,...,V, sdo linearmente dependentes

(vetores LD) se a expressao a;Vq + aVy +...+ayV, =0 se verifica somente se os
escalares aj, ay,...,a, e ® forem ndo todos nulos, ou seja, pelo menos um dos

escalares deve ser diferente de zero.

Exemplo (2): Verificar a dependéncia linear dos vetores abaixo:

a) v =(1,1,-2), v, =(2,0,3) e v3 =(-1,2,3)

b) vi =(1,1,-2), v =(2,0,3) e v3 =(8,2,5)

Solucao:

a) Para verificar a dependéncia linear entre esses vetores, devemos escrever a

expressao avj +bv, + cvs = 0 e determinar os escalares. Entdo:

a+2b-c=0
a(1,1,-2) +b(2,0,3) +c(-1,2,3) =(0,0,0) =>ia+2c=0 . Resolvendo o sistema
-2a+3b+3c=0

linear homogéneo vamos obter: a=0,b=0e c=0, ou seja, os escalares todos
nulos. Portanto os vetores sao LI.

b) Analogamente ao item (a), escrevemos a expressao avj +bv, +cv3 = 0. Entdo:

a+2b+8c=0
a(1,1,-2) +b(2,0,3) +¢(8,2,5) =(0,0,0) =><a+2c=0 . Resolvendo o0 sistema
-2a+3b+5c=0

linear homogéneo vamos obter a solucdo geral: a=-2ceb=-3c, VvceR. E
evidente que para c=0 segue que a=0 e b=0, mas ndo é a Unica solucdo, ou seja,
existem infinitas solucbes onde os escalares ndo sao todos nulos. Portanto os

vetores sdo LD.

Teorema (1): Os vetores Vvy,Vy,...,V, sdo Linearmente Dependentes (LD) se, e

somente se um deles é combinacdo linear dos demais.

OBS: este é um teorema de condicdo necessaria e suficiente; o termo "se, e
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somente se" significa que o teorema tem duas implicagOes:

(1) "se um conjunto de vetores é LD, entdo um deles é combinacdo linear dos
demais vetores”, e (2) "se, em um conjunto de vetores, um deles é combinacdo
linear dos demais, entdo esses vetores sdo LD".

Assim, a demonstracdo do teorema contém duas partes: uma para demonstrar a

condicdo necessaria (1) e a outra para demonstrar a condicao suficiente (2).
Demonstracgao:

(1) Hipotese: os vetores vq,Vvy,...,v, € V sdo LD

Tese: um deles é combinagdo linear dos demais vetores.

Se, por hipoétese, os vetores vq,vs,...,v, sdo LD, entdo, existem escalares
ai,ap,...,an, NA0 todos nulos, tais que: a1vy + axVvo +...+apvy, =0.

Supondo, por exemplo, que «; # 0, pode-se escrever:

chamando:
az a3z n .
Po=——"=; f3=——; 7 Pp =———,vem:
ay ay ay

Vi =V + B3V + 4 BaVn,
e, portanto, o vetor v; é combinagdo linear dos demais vetores.
Observe-se que, assim como se sup0s que a; =0 e se mostrou que v; €

combinacdo linear dos demais vetores, pode-se supor que qualquer um dos

escalares «; (1 <i<n) é diferente de zero e concluir-se que v; é combinagdo linear

dos demais vetores.

(2) Hipdtese: um dos vetores é combinacgdo linear dos demais vetores.

Tese: os vetores vy,Vv5,...,v, €V sdo LD
Por hipdétese, um dos vetores é combinacdo linear dos demais; pode-se supor, por
exemplo, que esse seja o vetor v;. Isso significa que existem escalares
B2, P3,..., By tais que:
Vi =V + B3V + -+ BaVp,
pode-se escrever, equivalentemente:
(_ 1)V1 + fBaVo + f3v3 + -+ vy = 0.
Sendo o escalar que multiplica o vetor v; ndo nulo, ja que é igual a -1, conclui-se

que os vetores vy,V5,...,V, sao LD.
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E claro que, fazendo-se a suposicdo de que qualquer vetor Vi (1sisn) seja

combinacdo linear dos outros vetores, concluir-se-a, de maneira analoga, que os

vetores vq,Vv5,...,V, sao LD.

Exemplo (3): Como vimos no exemplo (2) os vetores vy =(1,1,-2), v, =(2,0,3) e
vz =(8,2,5) sdo LD. Logo, pelo Teorema (1), um deles é combinagdo linear dos

demais. De fato. Suponhamos que v3 = mv; +nv,. Entdo:

8=m+2n
(8,25)=m(1,1,-2)+n(2,03) = {2=m . Da segunda equagao vem que m = 2.
5=-2m+3n

Substituindo m =2 nas outras duas equagdes vem que n = 3. Logo, existem os

escalares m =2 e n =3 tais que v3 = 2v; + 3V, . Portanto, v3 € combinagdo linear

dos vetores vy e v,.

Teorema (2): Considere vq,Vy,...,V,, vetores LD, entdo k desses vetores serdo

LD, para k > n.

Demonstracgao:

Hipotese: os vetores vq,Vvs,...,V, €V sdo LD

Tese: os vetores vy,Vsy,...,V, sao LD, para todo k > n

Por hipotese, os vetores vq,v,,...,v, sdo LD; entdo, existem escalares
ay,az,...,a,, NAo todos nulos, tais que:

aVy + vy +...+apv, =0,

A esse conjunto de n vetores, acrescentem-se mais k -n (k > n) vetores, isto é,
considere-se, agora, o conjunto:

{VllV2/"'lvnlvn+llvn+21"'/Vk}'

Escrevendo-se a equagao:

a1V1 + aVy + ..+ apVp + @piiVpel Y @nioVpio ++ Vi =0,

conclui-se, a partir dela, que os vetores vy,Vy,...,Vp,Vpi1,Vni2, ", Vi Sao LD,
pois, mesmo que os escalares ap,1,%n.2,.--, 2 Sejam todos nulos, entre os
escalares ay,ay,...,a, ha pelo menos um deles que ndo é nulo, ja que os vetores
Vi,V2,...,V, sao LD. Logo, o conjunto de vetores {vl,vz,...,vn,vn+1,vn+2,---,vk}

é LD.
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Observacgoes:

1) Por esse teorema, conclui-se que, se um conjunto de vetores é LD, aumentando-

se 0 numero de vetores deste conjunto, o novo conjunto sera LD.

2) Observe-se que o teorema é apenas de condicdo necessdria, ou seja, a reciproca

7

ndo é verdadeira. Isso significa que, se um conjunto de n vetores vq,v5,...,v, €
LD, isso nao implica que o conjunto de vetores vq,v5,...,V,, € LD, para m<n.

Assim, quando se sabe que um conjunto de vetores é LD, se forem retirados desse

conjunto um ou mais vetores, ndo se pode afirmar que o novo conjunto é LD.

Teorema (3): Considere vy,Vy,...,V, vetores LI, entdo k desses vetores serdo LI,

para k < n.

Demonstracao:

Hipdtese: os vetores vq,Vv5,...,v, €V sdo LI

Tese: os vetores vq,V5,..., V) sao LI, para todo k <n

Por hipdtese, os vetores vq,V>,...,v, sdo LI; entdo, a equagao

aVy +aaVo + ..+ apv, =0

é verdadeira somente se ay =ay =...=a, =0.

Tomando-se um indice k < n, considere-se o conjunto

Vi,V Vi c v, v, vin b

Da equacgao:

avy + Vo +..+ave =0,

segue-se que ay =ay =...=a, =0, pois os vetores vy,v5,...,v, sdao LI e os
vetores vq,V>,...,V, estdo entre eles. Portanto, conclui-se que os vetores

Vi,V2,...,Vi sao LI, o que demonstra o teorema.

OBS:

1) Por esse teorema, conclui-se que, se um conjunto de vetores é LI, diminuindo-se

o numero de vetores deste conjunto, o novo conjunto também sera LI.

2) O teorema é apenas de condicdo necessaria, isto é, a reciproca nao é

verdadeira. Isso significa que, se um conjunto de n vetores vq,v5,...,v, € LI, isso
ndo implica que o conjunto de vetores vy,vs,...,V,, € LI, para m=>n. Assim,

quando se sabe que um conjunto de vetores é LI, se forem acrescentados a esse
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conjunto um ou mais vetores, ndo se pode afirmar que o novo conjunto é LI.

Conseqiiéncias:

(a) As afirmacdes abaixo sdo validas para vetores no %2

1) O vetor nulo {6 } é LD.
2) 0 {V}, com V=0, éLL
3) Dois vetores {\71,\72}, com vy # 0e Vy # 0, sdo LD se os vetores forem paralelos

(sdo multiplos escalares). Caso contrario sdo LI (ndo paralelos, ndo sdo
multiplos).

4) Trés ou mais vetores {Vy,Vy,V3,...} sdo sempre LD.

(b) As afirmacgdes abaixo sdo validas para vetores no %°>.

1) O vetor nulo {6 } é LD.
2)0 {\7},com V=0, éLI
3) Dois vetores {\71,\72}, com vy # 0e Vy # 0, sdo LD se os vetores forem paralelos

(sdo multipos escalares). Caso contrario sdao LI (ndo paralelos, ndo sao
multiplos).

4) Trés vetores {\71,\72,\73} sdo sempre LD se forem coplanares. Caso contrario
sao LI (ndo coplanares).

5) Quatro ou mais vetores {\71,\72,\73,\74,...} sao sempre LD.
3 Base

Definicdo: Seja B = {\71,\72,...,\7n} um conjunto de vetores de um espaco qualquer

(%? ou R3). Dizemos que B é uma base desse espago se:
a) B é um conjunto LI.

b) B gera o espaco.

OBS: Dizer que um conjunto B = {\71,\72,...,\7n} gera o espaco significa que qualquer
vetor u, desse espago, se escreve como combinagao linear dos vetores de B, ou

seja, existem escalares ajy, ay,...,a, € R tais que U =a;Vvy +ayVy +...+apVp .

Exemplo (4): Mostre que os conjuntos abaixo sao bases dos respectivos espacos.
a) B = {(1,2), (-3,4)} é base do R®°.

b) B = {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)} é base do R®>.

Solugao:
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a) Sejam v; =(1,2) e v, =(-3,4). Vamos mostrar que B é um conjunto LI. Como

nao existe uma proporcionalidade entre as coordenadas dos vetores eles ndo sao

multiplos, logo ndo sdo paralelos. Portanto sdo LI. Seja U= (x,y) um vetor qualquer

do R2. Vamos mostrar que U se escreve como combinacdo linear dos vetores de B.

Entdo u=(x,y)=a(1,2)+b(-34) = x=a-3b . Resolvendo o sistema temos:
y =2a+4b

a:4x+3y

—21x0+y ,Vxey e R. Isso mostra que o sistema é possivel e determinado. Logo

10

b

existem os escalares a e b e R tais que u=(x,y)=2a(1,2)+b(-3,4), ou seja, o vetor
u=(X,y) se escreve como combinagao linear dos vetores v; e v,, mostrando que
B gera o %°. Portanto, B é base do %2

b) Utilizando a condicdo de coplanaridade entre trés vetores temos:

111
1 1 0=-1+0, ou seja, os vetores nao sao coplanares. Portanto, sdo LI.
1 00

Mostrando que B gera o ®°. Seja v =(x,y,z) um vetor qualquer do %>. Entdo:

Xx=a+b+c
(x,v,z) =a(1,1,1) +b(1,1,0) + c(1,0,0) =y =a+b . Resolvendo temos a solucgdo
z=a
a=z
b=y-z,vx,yeze®R. Logo, existem escalares abece®R tais que
C=X-Yy

(x,v¥,z) =a(1,1,1) +b(1,1,0) + c(1,0,0), ou seja, o vetor v =(x,y,z) se escreve como

combinacdo linear dos vetores de B, mostrando que B gera o %R3. Portanto, B é base
do %>

Conseqiiéncias

1) O %2 e o K3 possuem infinitas bases.

2) Qualquer base do ®? tem a mesma quantidade de vetores.
3) Qualquer base do %* tem a mesma quantidade de vetores.

4) Das infinitas bases do %?, uma é considerada a mais simples, chamada de Base
Canénica do %2. Ela é constituida pelos vetores {T,]}, onde i =(1,0) e j=(1,0).
5) Das infinitas bases do %3, uma também é considerada a mais simples, chamada

de Base Candnica do ®3. Ela é constituida pelos vetores ﬁ,j,l?}, onde

? =(1,0,0), 5 =(0,1,0) e Iz =(0,0,1).
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2) No %2, qualquer conjunto com dois vetores LI constitui uma base.

3) No %3, qualquer conjunto com trés vetores LI constitui uma base.

Exercicios Propostos

1) Verificar a dependéncia linear dos vetores:

a) u= l,—3,6 ev= —l,é,—i
2 84 2

b) a=(1,22),b=(-4,6,0) e ¢ =(3,-1,2)

c) a=(1,2,-1),b=(-2,3,-1) e ¢ =(0,-1,2) Resp: a) LD b) LD c)LI
2) Escrever o vetor w=(-3,53) como combinacdo linear dos vetores
a=(1,2-1),b=(-2,3,-1) e ¢=(0,-1,2) Resp: W =a+2b+3¢C
3) Verificar quais dos conjuntos abaixo é uma base do R°.

a) a=(1,0,2),b=(-231) e ¢ =(3,2,-2)

b) u=(10,0),v=0231) e w=(-1,-6,-2) Resp: a) é base b) nédo é base
4) Determine m para que os vetores u=(2,m,2),v=(3,m,0) e w =(1,-3,4) formem
uma base do %3. Resp: m = -3
5) Determine os valores de m para que os vetores U=(2,m,8), v=(mMm-+4,-1,3) e
w = (7,4m,31) sejam LD. Resp: m=-3 ou m=2
6) Prove: "{U+V,u-V} sdo LI & {u,v} sdo LI".

7) Dados dois vetores {u,v} LI, mostre que: "se w é combinacdo linear de {u,v},

entdo essa combinacdo linear é Unica".

COMENTARIOS IMPORTANTES

1) Cuidado com as definicdes de combinacgdo linear e de vetores LI e LD. Elas sao
muito parecidas e pode causar confusao.

2) Na pratica, discutir se um conjunto de vetores € LI ou LD, quando usamos a
definicdo, sempre vamos resolver um sistema linear homogéneo. Como os sistemas
homogéneos sdo sempre possiveis, esta discussdo se resume em: se o sistema for
SPD (admite somente a solugdo trivial, todos os escalares sdao nulos), entdo os
vetores sdo LI; se o sistema for SPI (além da solucdo trivial admite outras
infinitas), entdo os vetores sdo LD.

2) Como o proprio nome diz: vetores linearmente dependentes (LD) significa que
existe uma dependéncia entre eles, ou seja, eles se relacionam de alguma forma.
Esta dependéncia é uma combinacao linear que, geometricamente, significa que ou

dois vetores sdo paralelos ou trés vetores sdo coplanares. Caso os vetores sejam
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linearmente independentes (LI), isso quer dizer que ndo existe relagdo nenhuma

entre eles, ou seja, nao sao paralelos, nao sao coplanares.



