Area de superficie de Revolugdo

Areas de superficie de Revolucéo

A éarea de revolucao consiste na rotacdo de um arco em torno de um eixo.

Este conceito é aplicado, entre outros, para determinacédo de centrdides e momento de inércia

de arcos e superficies de revolucao.

Se A (a,c) e B(b,d) sdo dois pontos da curva y = f(x) onde f(x) e f'(x) séo continuas, e f(x)
nao muda de sinal no intervalo [a,b] entdo a area da superficie gerada pela rotacéo do arco AB

em torno do eixo x é dado por:

C:y =f(x)
a dx b ;

O comprimento do arco é dado por:

dy 2
= 1 -
S f +<dx) dx

Basta multiplicar o comprimento de arco pelo comprimento da circunferéncia que é 2my e
portanto:

b
Ax=2nfay 1+(a) dx

Se é f'(x) # 0 no intervalo, uma forma alternativa:

d dx\*
A =2T[f y 1+(—) dy
X . dy

Se A (a, ¢) e B(b,d) séo dois pontos da curva x = g(y), onde g(y) e sua derivada com relagéo
a y satisfazem as mesmas condi¢ges anteriores a area da superficie gerada em relagéo a
rotacdo em torno do eixo y é dada por:
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Se A(u =u,) e B(u = u,) séo dois pontos de curva definidas pelas equacdes paramétricas
x=f),y=f(u) e se as condicbes de continuidade sdo satisfeitas, entdo a &area da
superficie gerada em torno de x.

Uz dx\* rdy\®
Ax—ZHL y <@) +(@> du

Analogamente, em torno do eixo y.

P f”z (dx)z_l_(dY)zd
y = u * \au du)

1

Vamos a alguns exemplos de aplicacéo.

Exemplo 1:

Calcular a area da superficie de revolucdo obtida pela rotagdo, em torno do eixo x de curva
dada por y = 4+/x, i < x < 4. Plotando o grafico temos:

Esbocando o Gréfico temos:

Substituindo-se na relacao da area tem-se:
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A integral é por substituicao.

u=x+4-du=dx
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= §71(128\/2 —17V17) w.a.

u.a. € unidade de area.

Exemplo 2:

Calcular a area de superficie de revolugdo em torno do eixo y, da curva dada por x = y3,0 <

y<1.
Esbogando o gréfico.

Derivando-se a fungéo:

dx
dy

Substituindo-se na equacao da area.
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1
A, = an y3J1+ 9y*dy
0

Substituindo-se

du 3
. %:xdy
y=0-u=1
y=1-u=10

Substituindo-se u na integral tem-se:

27.[ 10 T 10
A = — 1/2d z_f 1/2d
¥ =36, u u 18], u u
B (10%2 - 1)
- 183/2| 27

s
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Exemplo 3:

Determine a area da superficie de revolugédo dada pelas equacbes paramétricas x =t e y = t2.
No intervalo de 0 a 4.

a) Em torno do eixo x.
b) Em torno do eixoy.

Resolvendo-se.

) Eo1 oy
dt dat

Para o eixo x
4
A, :an t3y 1+ 4t2dt
0

Esta integral e resolvida por substituicao trigonométrica do tipo:

[T 2t = tg0

1
t=-tg0o
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1
dt = Esec2 6 do

= ZTTJ- /1 + tgze seczede

4J-tg295e09 sec*0de

T
= ZJ- tg*fsec?d secHdH
T
= Zf(_l + sec?0)sec0do

Y
A, = ZU sec’0d6 — f sec39d9]
Utilizando a tabela de integrais,

T 1
A, = Te (sec30tgh — E(sec&tg@ + In|secOtgb])

_ E(wh n 4t2)3 2t —%(\/1 + 422t + In |\/1 + 482 + 2t|) '

16

= —Zt(l + a1+ 47 — /1 + 4t2 n[JV1+4e + 2t|

Substituindo os limites de integracéo:

A, = 816,57 u.a.

b) Em torno deyy.

dx dy

Z -1 Z=»

dt a <t
_2nf tJ1+4t2de

Substituindo u = 1 + 4t2.

u=1+4t> - du=8tdt

" = tat
T =
A integral fica:
4
f Yo = TL =21+ 4t
4y = 8 4 3/ 6

Ay=2 [ +449% - 1+ )]
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Vamos verificar um caso conhecido de curvas paramétricas que € o calculo de area de uma
superficie esférica cujo resultado deve ser 4mR?.

Exemplo 4:

Determine a area de uma superficie esférica cujas fungdes sao:

x = R cos@

y = R senf

Nas duas condicdes:

a) Revolugdo sobre o eixo x sabendo-se que 0 < 0 < .

b) Revolugo sobre o eixo y sabendo-se que =~ <6 <~.

E importante observar que os intervalos escolhidos dependem do eixo de revolucdo. Desta
forma é necessario que sejam diferentes.

Derivando as funcfes tem-se:

D R sens
a0 = sen
4
— =R
70 cos6
a) Para o eixo do x o gréfico é:
y A

v

O semi circulo envolve o 1° e 2° quadrantes.

Desta forma:

T
A, = an Rsend+/ R2sen?6 + R%cos do
0

T
A, = 27rf R%senf+/sen?d + cos?0 do
0
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T

Vs
= Znsz senf df = —2mR?*coso
0 0

= —-2nR?*(-1-1) = 4nR? u.a.

b) Para o eixoy, o gréfico é:

y A

v

O semi circulo envolve o0 1° e 4° quadrantes.

Desta forma:

A, = z;rfchose\/RZ sen? @ R%cos*6 do
2

3
NIE]

2
= 2nR2f cos0d6 = 2mR? sen 6

NS

T

2
= 2nR*(1 — (-1)) = 4nR?

Caso comprovado!

Da mesma forma que foi feito para o comprimento de arco, é possivel calcular a area da casca

esférica dada pela fungdo y = vR?* — x? no intervalo —1 < x < 1 fazendo-se a revolugcio em
torno do eixo x. Este caso vai ficar como exercicio para o aluno.



