Capitulo 8

INTEGRAIS IMPROPRIAS

8.1 Introducao

Na definicdo de integral definida, consideramos a func¢do integranda continua num intervalo
fechado e limitado. Agora, estenderemos esta definicao para os seguintes casos:

Funcdes definidas em intervalos do tipo [a, +00), (—00,b] ou (—o0,+00), ou seja para todo
x > aoux < bouparatodo z € R, respectivamente.

A funcgio integranda é descontinua em um ponto c tal que ¢ € [a, b].

As integrais destas fun¢des sdo chamadas integrais impréprias. As integrais impréprias sdo
de grande utilidade em diversos ramos da Matemaética como por exemplo, na solugdo de equa-
¢Oes diferenciais ordindrias via transformadas de Laplace e no estudo das probabilidades, em
Estatistica.

8.2 Integrais Definidas em Intervalos Ilimitados

Antes de enunciar as definigdes estudemos o seguinte problema: Calcular a 4rea da regido R

determinada pelo gréfico de y = x > 1eoeixo dos .

x2’

Primeiramente note que a regido R é ilimitada e ndo é claro o significado de "4rea"de uma tal
regiao.

1

Figura 8.1: Grafico de y = %, x> 1.

1
Seja Ry, a regido determinada pelo graficodey = — e 1 <z < b, acima do eixo dos z.
T
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1

Figura 8.2: Grafico de y = x%, 1 <x<hb.

A area de Ry é:
b dx _ 1

AlR) = | m=-zh=1-7

E intuitivo que para valores de b muito grandes a regido limitada R;, é uma boa aproximacao
da regido ilimitada R. Isto nos induz a escrever:

A(R) = lim A(Ryp),

b——+o0

quando o limite existe. Neste caso:

b
d 1
AR = lip AR = lip, | 7 =i (1= ) =1ue

T dx
1 x?

Esta integral é um exemplo de integral imprépria com limite de integracao infinito. Motivados
pelo raciocinio anterior temos as seguintes definigdes:

E comum denotar A(R) por:

Definicao 8.1.

1. Se f é uma fungio integrdvel em [a, +0o0), entdo:

/a+°°f< dx—bili“oo/ e

2. Se f é uma fungdo integrdvel em (—oo, b], entdo:

b b
/ f(x)dzr = lim f(x)dx

a——00 a

3. Se f é uma fungio integrdvel em R = (—o0, +00), entdo:

+o00 0 b
/ f(x)dz = lim f(z)dz+ lim f( ) dx

s
—0 a o0 a b——+o00
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Se nas defini¢des anteriores os limites existirem, as integrais impréprias sao ditas convergentes;
caso contrdrio sdo ditas divergentes.

Exemplo 8.1.

Calcule as seguintes integrais improprias:

too dg
m[ s
0 +x

too g b d
/ Y~ lim T~ lim arctg(x)
0

1+ 2 b—+o0 Jg 1+ 2 b——+o00
—+00
[2]/ e du.
0

+o0 b
/ e “dr= lim e “dr= lim (—e ®)
0 b—-+4o00 0 b—+4o00
+00
[3]/ e *dx.
—0o0

+o00 0 b
/ e “dr= lim e “dr+ lim e ¥dr= lim (—e ™)

oo a=—cc J, b—+o0 Jo a——o0

b

; = blirfoo arctg(b) = g

b

= lim (—e®41)=1.
0 b—+o0

0
+1=4o00.

a

400
[4]/ %.Sejau:x2+1;logodu:2xdaz:
— 0o
/ rdr _l/d_u__i__ 1
(x2+1)2 2 ) w2 2u  2(2241)

/+°° T dx . /0 T dx Lo /b T dx 0
————— = lim — im — _ =0.
e @2 A0 @ T ),

[5] Calcule a area da regido, no primeiro quadrante, determinada pelo graficode y = 27%, o
eixo dos x e a direita do eixo dos y.

Entdo,

+oo b —x b
A(R):/ d—x:lim d—x:hm 2 _ ! u.a
0 2% botoo Jo 2% b—too | IN(2)]|, In(2)
T dg
[6] Seja p € R. Calcule / —.
1 xP
b
dx 1
— = (P -1 1
1 $p 1 o p ( )7 p #

a)Se p > 1temos: lim b'"? = 0; logo,

b——+o00
/Jrooda: 1
1 J:P_p—l'
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b)Se p < 1 temos: lim b7 = oc; logo,

b—4o00
/+oo dax
— = 00.
1 P
too g b d
¢) Se p = 1, temos: / T o lim In(b) = co. Em geral:
1 i b—+4o00 1 i b—+4o00

/+°°dm_ 00 se p<l1
1 P ﬁ se p>1.

Portanto, a integral converge para p > 1 e diverge parap < 1.

B 1 4 1 4

Figura 8.3: Gréficos de y = % = x% para x > 0, sdo,respectivamente.
P e e 1 .
[7] Calcule a &rea da regido limitada por f(z) = — 1 e o eixo dos z.
x

. s _ 1
Figura 8.4: Gréfico de f(z) = 7.

+00 0 dx +o  dr
=
sc2+1 Co T2+ 1 fy 2241

lim / dx Y /b dx
= 11m 1m —.
b——o00 b 5172 =+ 1 b—-+oo 0 332 =+ 1

= hm (— a’rctg(b))—i—blim arctg(b)
— 400

— =Tu.a.

2

b—
71' m
2

Muitas vezes ndo é possivel calcular o valor exato de uma integral imprépria, mas, podemos
indagar se uma integral imprépria converge ou diverge.
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Proposicdo 8.1. Sejam f e g fungdes integrdveis em [a,+oo) tais que f(x) > g(xz) > 0 para todo
T > a.

+oo
1. Se / f(z) dz converge, entio f;oo g(x) dx converge.
a

+00 +o0
2. Se / g(x) dx diverge, entdo / f(z) dz diverge.

A prova, segue diretamente das defini¢des. Seja f(x) > 0, para todo « > a. Para mostrar a con-
vergéncia da integral de f, é preciso que f seja menor que uma fungdo cuja integral converge.
Para mostrar a divergéncia da integral de f, é preciso que f seja maior que uma funcédo cuja
integral diverge.

Exemplo 8.2.
+00 )
[1] Analise a convergéncia da integral: / de.
1 Vv
Considere a seguinte desigualdade:
I —1+2 - sen(x) + 2
N

+o0
Por outro lado: / 7 dx diverge; logo, pela proposigdo, parte 2, temos que a integral dada
1 T

diverge.

400
[2] Analise a convergéncia da integral / e du.
1

1

xT

. P _ 2 _ .
Figura 8.5: Grafico de e em azul e de e™* em vermelho, respectivamente.

1 1 .
Claramente — < —, para todo z > 1; entdo, como
e e

+00 1
/ e Pdr= lim (—e?+el)=2,
1 b‘*+OO e

temos que a integral dada converge.
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8.2.1 Aplicacao

Uma funcéo positiva integrdvel em R é chamada densidade de probabilidade se:

/_J:Of(a:)dle

Assim denotamos e definimos a probabilidade de um ntimero x estar comprendido entre a e b
(a < b); por:

b
P(a<x<b):/ f(z)dx

Analogamente definimos as outras possibilidades. Também podemos definir o valor esperado
do ntimero x, como

Exemplo 8.3.

Seja a > 0, a fungdo

ae se x>0
0 se x <0,

¢ de densidade de probabilidade. De fato:

400 400 b
/ flz)dr =« / e “dr=a lim e dr = lim (1—e ) =1.
0

— o b—+co Jo b—+400

Por outro lado,

1
P(0<:1:<1):a/ e Wdr=1—¢"
0

+o0 1
E(x) =« / re “dr =
0

a
8.3 Integrais de Funcdes Descontinuas

1

Problema: Calcular a drea da regido R determinada pelo graficodey = —, < 9 e o eixo dos
x

x. Notamos que a regido R ¢ ilimitada pois a fun¢do f nem é definida no ponto z = 0. Seja R.

1
a regido determinada pelo graficode y = NG ec <z <9 ¢e>0pequeno.
xT
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Figura 8.6: A regido R..

A area de R. é:
9

= (6 — 2V/¢) uw.a.

£

? dr
e VE
E intuitivo que para valores de € muito pequenos a regido limitada . é uma boa aproximacao
da regido ilimitada R. Isto nos induz a escrever:

A(R:) 2Vz

. o (Yds
A(R) - ali>r(r)l+ A(Ra) - 51—1>r(r)l+ € ﬁ - alir(I)l'*‘ (6 a 2\/5) = fua.

9 dx
/ NG ¢ um exemplo de integral imprépria com integrando ilimitado. Motivados pelo racio-
0 T

cinio anterior, temos as seguintes defini¢des:

Definic¢do 8.2.

1. Se f é uma fungdo integrdvel em (a, b, entdo:

e—at

/abf(w)da;: lim /:f(x)dx

2. Se f é uma fungio integrdvel em [a,b), entio:

/abf(x)dx = lim /: f(x)dx

e—b—

T T~

—3 -
Z

a b

Figura 8.7:



326 CAPITULO 8. INTEGRAIS IMPROPRIAS

3. Se f é uma fungio integrdvel em [a,b] exceto em c tal que a < ¢ < b, entdo:

/f da:_/f da:+/f )dz = lim Ef()d:r+hm bf()

e—c Jg e—ct Jo

Se nas defini¢des anteriores os limites existirem, as integrais impréprias sdo ditas convergentes;
caso contrério, sao ditas divergentes.

Exemplo 8.4.
Calcule as seguintes integrais improprias:
1] : _cos(z) de.
sen(x)
Fazendo u = sen(x) temos: L(x) = [ —= =2/sen(z). Logo,
Vsen(x) f
’ COS( ) sen(z)| = lim (2 —24/sen(e
sen 5%0'*‘ EHO"'
2 do
i [© &) = tim (aresen(5)) =7
= lim = lim arcsen(=)| = lim (arcsen(z)) = =.
— x2 e—27 Jo 4 — 3;'2 e—2— 2 0 e—2— 2 2
dx
3
3] /—4 Ve +2

Observe que a fung¢do integranda ndo é definida em —2 € [—4, 1].

/1 dx . £ dx T /1 dx
_— = 11m 11m
4 5+ 2 e——2-J_4 /T +2  e——2t c 42

€

1

:g im (z 423 +° lm (2+2)3

e——2" 4 e——27 c
3
= [ lim (—\3/1_1—1-6%)—1- lim (3/5—5%)]
2 tem2- eg——27F
3 ,
=5 (V9- V4.

[4] Calcule o comprimento da astréide Va2 4+ 3/y2 = Va2, a > 0.

Figura 8.8: A astréide.
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A curva ndo é diferencidvel nos pontos de intersecdo com os eixos coordenados; pela simetria,
calcularemos o comprimento da curva no primeiro quadrante e multiplicaremos o resultado

por 4. Derivando implicitamente a equagao da astréide V/z2 + /42 = V/a? em relagio a x:
=——=; entdo, 1+ (¥)?=—-=.
YT W=z

Na ultima igualdade usamos o fato de que Va2 + Vy? = Va2 ; logo,

win

@ dp o 3 (a3 —e3)
L=19a [ g=ava t [ G = ava iy PSS

=6au.c.

[5] Calcule a drea limitada por f(z) = ,epelasretasx =2ex =5.a > 0.

1
Ve —2

1 2 3

Figura 8.9: Grafico de f(x) L

5 5
dx —
et ). Vo2 e VT .

Numa integral imprépria com limite superior infinito e cuja funcao integranda nédo é definida
no limite inferior, procedemos assim: Se f é integravel em (a, +00) entdo

=23 u.a.

+o00 c b
/ f(x)dz = lim f(x)dz 4+ lim f(x)dzx

e—at Jo b—+oo /.

onde a < ¢; analogamente nos outros casos.

Exemplo 8.5.
+o0 dx
o
2 TV —4

+oo dx . b dx
lim + lim

s avrZ—4 5H2+/ v x2 b—+oo J3 v/ —4

1 3 b
=5 Elir%_ arcsec(2) + 3 Egloo arcsec(x) .
2 Ik 2.1°

= — [ lim arccos(=)| + lim arccos(=)| |
et x|, botoo x|,
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1
[2] Calcule a &rea da regido limitada pelo grafico de y = ———— e o eixo dos z.

Vi (r+1)

1 3 6 9

Figura 8.10: Grafico de f(x) = m

Como / % = 2arctg(y/), entdo:

+o0
dix = 1i + lim

o Vz(r+1) Ho+/ \/_a:+1 b—>+oo/fx+1)

1 b
= lim 2arctg(v/z)| + lim 2arctg(v/x)

e—0t e b—too 1
o i darctg(\/e) + lim 4arctg(vV/b) —
e—0t 4 b—+4o00 4
= T u.a.

8.4 Exercicios

1. Calcule as seguintes integrais improéprias, caso sejam convergentes:

(@) / - dx (i) / ioxcosh(a;)da:
() /0 e ) /0 T sen(tn) et di
( /mm w [t

(h) /_Oox5_x2dx (p) /m o



8.4. EXERCICIOS
() /0 +Ooe_$sen(a:)d:1: (u) /0 +Ooa:sen(a:)d:r
() /:Ooﬁdx v) /0 aﬂd—L
O [ i w [T
(t) /6:00#?@ (x) /;oom

2. Calcule a drea das regides determinadas por:
(@) y=(e"+e )" (b)) y=a2y=e?* e z>1

() y= x++1 e o eixo dos z.

3. Calcule as seguintes integrais impréprias, caso sejam convergentes:

Y da 3 dx
- 1 _wr
@ | ()/0 T
! cos(a:%) 2 dx
o [ @ [ i
4 T 3 x
(C)/o V16 — 22 (n)/ Vadxr —22 -3
4 ef\/5 3 2 —|—2
e ©) / o
! dx
©) /é x +/(In(x))? P /—22 x \/3:2 -1
(f) v 1 xin?(x)
B 2
i dx

dx

(8) T cos(a) (r)/1 2 \/In(z)

2 dx ? \/mdaz
(b) /0 Nor ®) /0 2

5 da 71 1
(1)/4 f/ﬁ (’E)/0 Psen(;)da:

2 » U da
e @ G

1 22V4 -2

L dx 2 dx
(k) /0 V1—2a? ) /0 x {/In(x)

4. Determine o valor de s tal que as seguintes integrais improprias sejam convergentes:

329
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(a) /0 +ooe—stdt (e) /0 +Ooe_5tsenh(t)dt
(b) /0 +Oo<e*sts<en(ze)clzf (f) /0 +Ooe*stcosh(t)dt
(c) /0 +Ooe*stetdt (g) /0 31—;7?@;)@

(d) /0 T et gy (h) /0 W(wfﬁ

Sejal'(z) = 0+°° t*~Le~tdt, x > 0; esta funcdo é chamada fun¢do gama. Verifique:
@T(z+1)=aT(x),x>0.
(b)Sen e N, I'(n+ 1) =n!

2

) ax se |z|] <3 . . ~ .
Seja f(z) = . Determine a de modo que f seja func¢do de densidade
0 se |z| >3
de probabilidade.

Determine k para que f(t) = ¥ !l seja funcéo de densidade de probabilidade.
Foo 2 9 1 TL'
Verifique que/ e 2 dy = 5N E N.
0

Se f é fungdo de densidade de probabilidade, defina a probabilidade de um ntimero z ser
maior que a, ser menor que a.

Numa fébrica de circuitos impressos, a vida ttil desses circuitos tem uma distribuicdo
descrita pela densidade de probabilidade f(x) = 0.002 e~%%%% ge 2 > 0, onde z é medido
em horas.

(@) Qual é a probabilidade dos circuitos funcionarem em menos de 600 horas?

(b) Qual é a probabilidade dos circuitos continuarem funcionando apés 600 horas?



